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1. Komplex szamok algebrai alakja

1.1. Alapfeladatok

1. Feladat: Legyen z3 = 2 + 3i és zo = 5 — 44! Hatarozzuk meg az
aldbbiakat!

(a)
(b)
()
(d)
(e)

zZ1 + 29

320 — 21

21+ 22

Re(i- z1)
Im(z + 2i'9)

Megoldas:

(a)

Két komplex szamot kell Osszeadnunk. Ezt tgy hajtjuk végre,
hogy Osszeadjuk a valds részeket, igy magkapjuk az Osszeg valos
részét, és Osszeadjuk a képzetes részeket, s ezzel megkapjuk az
Osszeg képzetes részét.
21+20=02+3)+5B—-4i)=2+5)+B—-4)i=T7T—1

A feladat két részbdl all. Els6ként egy komplex szamot meg kell
szoroznunk egy valés szdmmal. Ezt tgy hajtjuk végre, hogy a
komplex szam valés és képzetes részét is megszorozzuk a valos
szammal.

320 =3(5—4i)=3-5+3-(—4)i=15—12

Ezutan két komplex szam kivonésa a feladat, amit az Gsszeadés-
hoz hasonléan tgy végziink el, hogy valés részbdl valos részt vo-
nunk ki, képzetes részbdl pedig képzetes részt.

3z9—21 = (15—12i) — (2+3¢) = (15—2)+ (—12—-3)i = 13— 154
Most szoroznunk kell két komplex szamot. Ezt tgy végezhetjiik
el a legegyszertibben, hogy a két komplex szdmot, mint két da-
rab kéttaga algebrai kifejézést szorozzuk 6ssze, azaz minden tagot
minden taggal szorzunk.

2129 = (2—|—3Z)(5—4Z) =

= (2-5)+(2-(—4i))+((3i)-5) +((3i) - (—44)) = 10— 8i+ 155 — 123>
Ezutan hasznaljuk fel, hogy tudjuk, i> = —1, majd vonjuk Ossze
az egynemi tagokat, azaz kiilon a valés részeket és a képzetes
részeket.

10 —8i+15i—12i% = 10—8i+15i —12-(—1) = 10— 8i +15i +12 =
= (10+12) + ((—8) + 15)i =22+ 7i



(d)

Két részbdl all a feladat. ElGszor egy szorzast kell elvégezniink,
majd a szorzatnak venni a valos részét. A szorzast most egysze-
riibben hajthatjuk végre, mint az el6bb, hiszen az els§ tényezd
csak a képzetes egység, igy nem kéttagn kifejezés.

iz =1i-(243i)=i-2+1i-(3i) = 2i+ 3i?

Most is hasznaljuk fel, hogy 2 = —1.

2 +3i2=2+3-(—1)=2i—3=—-3+2i

Ezutan vegyiik az eredmény valds részét.

Re(i-z1) = Re(—3+2i) = -3

Ez a feladat mar harom részbdl all. Els6ként meg kell hataroznunk
i19-t. Utana ennek kétszeresét hozza kell adnunk zp-hoz. Végiil az
eredménynek venniink kell a képzetes részét.

Az i hatvanyairél tudjuk, hogy periodikusan véltakoznak.
=i, i?=—-1, P=—i,i*=1, P =4, -

Ezért, ha ¢ valamilyen magasabb kitevés hatvanyat kell megha-
tarozni, akkor elég azt megviszgalni, mi a kitevének a maradéka
4-gyel osztva, s elég az i-t erre a maradékra hatvanyozni. Ez jelen
esetben a kovetkezst jelenti:

19 — j(44+3) (i4)4 3143 =3 =

Adjuk ennek kétszeresét zo-hoz.

2o+ 21 =(5-4i)+2-(—i)=5—-4i—2i=5—6i

Végiil vegyiik ennek a képzetes részét!

Im(zg + 2i?) = Im(5 — 6i) = —6

Nagyon figyeljiink oda arra, hogy a képzetes rész csak az i egyiitt-
hatoja. Nem tartalmazza az i-t.

2. Feladat: Legyen z; = 3 — 5i és 2o = 4 + 2i! Hatarozzuk meg az
alabbiakat!

(a)
(b)
()

(d)

21+ 722

(21)

Megoldas:

(a)

A feladatban két komplex szam konjugaltjat kell meghatarozni,
majd a konjugéltakat ¢sszeadni. Kezdjiik a konjugalasokkal. Egy
komplex szam konjugéltjat gy kapjuk, hogy a komplex szam kép-
zetes részének elGjelét megvaltoztatjuk. Jelen esetben ez az alab-
biakat jelenti:



zZ1=(3—5i) =3+5i

Zo=(4+2i)=4—2i

FEzutan mar csak az 6sszeadas van hatra.
Z1+Z22=3+5i)+(4—-2i)=B3+4)+(5—-2)i=T+3i

Itt meg kell jegyezni, hogy ugyanezt az eredményt kaptuk volna,
ha a mtveleteket forditott sorrendben hajtjuk végre, azaz elGszor
osszeadjuk a két komplex szamot, majd az eredménynek vessziik
a konjugaltjat. A mitveletek ilyen sorrendjét képletben z; + 29
forméban irhatjuk. Ellendrizziik le, hogy igy valéban ugyanazt
kapjuk, mint az el6bb. Most els6ként az Gsszeadast végezziik el.
21+20=3—-5i)+4+2i)=B+4)+(-5+2)i=7-3i
FEzutan vegyiik ennek konjugéltjat, azaz valtoztassuk meg a kép-
zetes rész elGjelét.

2t a=7-3i=T7+3i

Altalanossagban is igaz, hogy Zi + 72 = 21 + 22, s hasonloan igaz
a Z] — Z3 = 21 — 29 Osszefliggés is.

Most els6ként egy komplex szamot négyzetre kell emelniink, majd
utéana az eredmény konjugaltjat kell venniink. A négyzetre emelés
lényegében egy szorzés, hiszen ekkor a komplex szamot 6nmagaval
szorozzuk.

22 = (3-50)2 = (3—5i)-(3—5i) =

3-343-(=5i) 4 (—=5i) -3+ (=5i) - (—5i) = 9 — 15i — 157 + 2542 =
=9—15i—15i+25-(—1) =9 — 15i — 15 — 25 = —16 — 30i
Persze hivatkozhattunk volna a kézépiskolabol ismert (a + b)? =
a® +2ab+ b? Gsszefiiggésre is, azaz a kéttagu kifejezések négyzetre
emelési modjara. Ekkor a kovetkezs a szamolas.

2 =(3-5i)2=32+2-3-(=5i) + (—5i)?

A (—5i)? szamolasakor egy szorzatot emeliink négyzetre, amit té-
nyezénként végezhetiink el.

3242-3-(=5i)+ (=5i)2=32+2-3-(=5i) + (=5)%? % =
9—30i+25-i2=9—-30i +25-(—1) =9 —30i — 25 =

= —16 — 30¢

Ezutédn mar csak a konjugalas van hatra.

(22) = =16 — 30i = —16 + 30i

Az elébb megallapitottuk, hogy az dsszeadas és a konjugélas sor-
rendje felcserélhet. Ezen feladat utan az a kérdés vetddik fel,
hogy vajon a négyzetre emelés, és a konjugalas sorrendje is felcse-
rélhet-e, azaz ugyanezt az eredményt kapjuk-e, ha a komplex
szamnak elGszor konjugaltjat vessziik, s azt emeljik négyzetre.
Végezziik el most ilyen sorrendben a miiveleteket. Ez képletben a
kovetkezS modon irhato: (z7)3



zZ1=(3—5i) =3+5i

Ezutan johet a négyzetre emelés.

(7)? = (3+5i)2=32+2-3-(5i) + (5i)? =

=9+30i +25i2 =9 +30i +25- (—1) = 9+ 30i — 25 = —16 + 30i
Amint lathato, a miveletek ilyen sorrendje esetén is ugyanazt kap-
tuk. Altaldnosan is igaz, hogy a négyzetre emelés és a konjugalas
sorrendje felcserélhetd, azaz (22) = (2)2. Még altalanosabban ha-
sonlot mondhatunk ki a szorzas és a konjugélas sorrendjét illet&en,
mely képletben z7 - Z3 = Z71 - 22 alakban irhaté.

Most két komplex szam osztéasa a feladat. Ezt tgy hajtjuk végre,
hogy a nevez§ konjugaltjaval bévitiink.

21 3-5i 3-5i 4—20 (3—5i)-(4—2i)

2z A420 4+2 4—2 (4+2i)-(4—2i)

Két szorzast kell elvégezniink, egyet a szamlaloban, egyet pedig
a nevezdben. Nézziik elGszor a szamlalot, immar kicsit kevésbe
részletesen irva, mint eddig.

(3—5i)-(4—2i) = 12—6i—20i+10i2 = 12—6i —20i — 10 = 2—26i
Ezutan foglalkozzunk a nevezdével.

(442i)-(4—2i) =16 —8i + 8 —4i> =16 — 8i + 8 +4 =20
Ezt egyszertibben is megkaphattuk volna. Mivel komplex szam
a sajat konjugaltjaval van szorozva, ezért a két tényezd csak az
egyik tag elGjelében tér el. Kozépiskolabol pedig ismeriink egy
Osszefiiggést az ilyen szorzatokra. Eszerint (z+y)-(z—y) = 22 —y2.
Ha ezt hasznéljuk a nevezében a szorzat szdmolasahoz, akkor a
kovetkezot irhatjuk:

(4+2i)-(4—2i) = 42— (2i)? = 16—4i? = 16—4-(—1) = 16+4 = 20
Térjiink vissza az osztashoz.

(3 —5i)-(4—2i) 2—26i

(44+2i)-(4—-2i) 20

Mivel a nevezSben egy valés szam &ll, ha kiilon osztjuk a szém-
laloban levd tagokat, akkor egy algebrai alakti komplex szdmot

kapunk.

2 — 26i :
6o _2 260 _ 1 13, 1 13
20 20 20 10 10

Miel6tt a kovetkezs feladatra 1épnénk, ejtsiink par szét az osz-
tasnal a nevezében allé szorzatrol. Ilyenkor egy komplex szamot
mindig a sajat konjugaltjival szorzunk, azaz a nevezGben

(a+bi)-(a—bi) tipust szorzat all. Felhasznalva a kordbban emlitett
(x4 y) - (z —y) = 2% — 3 kozépiskolai azonossagot, végezziik el
ezt a szorzast.

(a+bi)-(a—bi) = a®>—(bi)? = a®>—(b)%-i? = a®>—(b)?-(—1) = a®+b?



Azaz ilyen esetben a komplex szam valos és képzetes részének
négyzetosszegét kapjuk. Ha ezt megjegyezziik, akkor az osztast
gyorsabban tudjuk elvégezni.

(d) Amint az el6bb is, egy osztast kell elvégezniink. Bévitsiink a ne-
vez§ konjugaltjaval.
i1 3+50 i-(3+51)
2 3—-5i 3—5i 3+5i (3—5i)-(3+50)
A szamlaloban bontsuk fel a zardjelet, a nevezében pedig hasznal-
juk fel azt, amit az el6bb megallapitottunk. Eszerint, ha a komplex
szamot sajat konjugaltjaval szorozzuk, akkor a valds és képzetes
rész négyzetének Osszegét kapjuk.

i-(3+5i)  3i+5%  3i+5-(-1) —5+3i
(3—5i)-(3+5i) 32+(-5)?2  9+25 34
5 3.
- _ﬂ + ﬂl
, 7—17i 0 )
3. Feladat: Hatarozzuk meg a z = 512 (3 —4”) komplex szam

algebrai alakjat!

Megoldas: A feladat tobb részletbdl all. El kell végezni egy osztést,
meg kell hatarozni i%-t, s végiil egy kivonast kell végrehajtani. Kezdjiik
az osztassal.

7T—170  (7T—17i)-(3—2i) 21 —14i —5li+ 34¢*

342 (3+2i)-(3-2i) 32 + 22

21— 14i—51i4+34-(—-1) 21—14i—51i—34 —13—65i

N 9+4 N 13 N 13 N
13 65, .

——E—Tgl——l—5l

Ezutan hatérozzuk meg i°-t!
i9 — j(42+1) _ (i4)2 2 =121 =41

~.

A részeredményeket felhasznalva hatarozzuk meg z algebrai alakjat.
7T—17i

T 32 —(3=i") = (=1-5i) = (3—i) = (=1-3)+(=5+1)i = —4—4i

. Feladat: Hatarozzuk meg a z = (3+24)(5+4i —7 — 3i) komplex szam
képzetes részét!

Megoldas: Meg kell hataroznunk z algebrai alakjat, melybdl a kép-
zetes rész mar konnyen kiolvashaté. Ehhez végezziik el a miiveleteket.
Els6ként hajtsuk végre a konjugalast. Ne feledkezziink el arrol, hogy
minden dgymond ’hosszt’ mitiveleti jel egyben zardjel is, és ha elvégez-
ziikk a miveletet, utdna ki kell tenni a zarojelet. Most ez azt jelenti,
hogy a 7 — 3i konjugaltjat zardjelbe kell tenni.



z2=(3+2i)(b+4i—7—3i) = (3+2i)(5+4i — (7+31))

Ezutan végezziik el a kivonast.

z=(342i)(5+4i—(7+31)) = (3+2i)(b+4i—7—3i) = (3+2i)(—2+1)
Kovetkezik egy szorzas.
z=3+2i)(-2+i)=—6+3i—4i+22=—-6+3i—4i—2=—-8—1i

Megvan tehat z algebrai alakja. A képzetes rész ebben az i egyiittha-
toja, azaz jelen esetben a —1.

. Feladat: Oldjuk meg az x? +4x +5 = 0 egyenletet a komplex szamok
halmazan!

Megoldas: Egy masodfoka egyenletet kell megoldanunk, igy csak be
kell helyettesiteniink a megoldéképletbe.

—4+v42-4.1-5 -4+,
2-1 B 2

Amint lathato, negativ szam all négyzetgyok alatt. Ezt a miiveletet
a valos szamok halmazén nem tudjuk elvégezni, tehat az egyenletnek
val6s gyoke nincs. Elvégezhet6 azonban a komplex szdmok halmazan.
Olyan komplex szamot, vagy szamokat kell keresniink, melynek négy-
zete —4-gyel egyenld. Irjuk ehhez a —4-et 4 - (—1) alakban. Szorzatbol
tényezénként vonhatunk gyokot, tehat kiilon kereshetiink olyan szé-
mot, melynek négyzete 4, s melynek négyzete —1. Tudjuk, hogy 4 = 22
és —1 = i?. Ezek alapjan —4 = 22 .42 = (24)2. Talaltunk tehat olyan
komplex szamot, aminek a négyzete —4 , igy a komplex szdmok halma-
zén elvégezhetd ez a gyokvonas. A komplex szamok halmazéan azonban
egy z szam négyzetgyokének neveziink minden olyan komplex szdmot,
amelynek négyzete z-vel egyenls. Nyilvanvald, hogy nem csak a 2i, ha-
nem a —2i négyzete is —4-gyel egyenld. Belathato, hogy a 0 kivételével
minden z komplex szdm esetén két olyan komplex szam létezik, mely-
nek négyzete z-vel egyenld, tehat a 0-n kiviil minden komplex szamnak
két négyzetgyoke van. Ez azt jelenti, hogy /—4 = #2i, hiszen ez az a
két komplex szam, melynek négyzete —4.

T12 =

Mivel a komplex szamok esetében két négyzetgyok van, ezért komp-
lexben felesleges +-t irni a gyokjel elé a megoldoképletben, mert a
négyzetgyokvonasnak két eredménye lesz majd, s abban jelenik meg a
=+.

Irjuk be a gyokvonas eredményét a megoldoképletbe.

-4+ 2 .
—4+=4  —4+2 5 = 2+
€T = = = .
1,2 2 2 —4—2@2_2_2,
2

Amint lathato, az egyenletnek két komplex szidm a megoldasa.



Mielstt attérnénk a kovetkezs feladatra, két dolgora szeretném felhivni
a figyelmet.

Egyrészt arra, hogy a komplex szamok halmazan negativ valds sza-
mokbol is lehet négyzetgyckét vonni. Ezt kdnnyen végrehajthatjuk
gy, hogy a negativ szamot egy pozitiv valés szdm és a —1 szorza-
tara bontjuk, majd ezutan tényezénként vonunk gyckot. Tudjuk, hogy
V—1=+i.

Maésrészt pedig arra, hogy ha komplexben vonunk gyokot, akkor a po-
zitiv valds szamoknak is két négyzetgyoke van, mert komplexben a z
szam négyzetgyokének neveziink minden olyan szamot, aminek négy-
zete z. A komplex szamok halmazan példaul v9 = +3, és nem csak a
3. Persze a valos szamok halmazan /9 = 3, ott a definici6 szerint csak
egy négyzetgyok van.

. Feladat: Oldjuk meg az > +2iz+15 = 0 egyenletet a komplex szamok
halmazan!

Megoldas: Most is méasodfoku egyenletet kell megoldanunk, igy csak
be kell helyettesiteniink a megoldoképletbe. Véltozés az el6z6 feladat-
hoz képest, hogy most nem csak valés szdmok szerepelnek egyiitt-
hatoként az egyenletben. Természetesen ilyenkor a komplex szdmokat
kell behelyettesiteni a képletbe.
=2 44/(20)2-4-1-15  —2i++/—4-60 —2i+/—64

oLz = 2.1 - 2 - 2

A gyokvonat hajtsuk végre kiilén. Mivel —64 = 64-(—1) = 64-i°, ezért

v —64 = £8i

Az eredménnyel térjlink vissza a megoldoképlethez.

—2i+8i .
2464 —2ix8i | 5 =%
712 = 2 R =
il (RN

2

Most is két komplex megoldast kaptunk. Ezek a megoldasok azért kii-
l6nlegesek, mert valos résziik nulla. Az ilyen szamokat nevezziik tiszta
képzetes szdmoknak.

. Feladat: Oldjuk meg a 3z +Z = 16 — 4i egyenletet.

Megoldas: Az egyenletben szerepel ismeretlenként egy komplex szam
és annak konjugéltja is. Ilyen esetben célszerd az ismeretlen komplex
szamot altalanosan algebrai alakban felirni, mert abbol konnyen elGal-
lithaté a konjugalt is. Egy komplex szam algebrai alakja altalanosan
a kovetkezG: z = a + bi, ahol a és b valos szamok. Azaz egy komp-
lex ismeretlen két valés ismeretlent jelent. Ebbél feirjuk a konjugaltat:
Z = a — bi. Helyettesitsiik be az algebrai alakokat az egyenletben z és
Z helyére.



1.2.

. Feladat: Hatarozzuk meg a z =

3(a+bi)+ (a—bi) =16 — 4¢
Az egyenlet bal oldaldn végezziik el a miiveleteket, azaz bontsuk fel a
zérojeleket, és vonjuk Ossze a valos illetve képzetes részeket.

3a+3bi+a—bi =16 —4i
da + 2bi = 16 — 4¢

Két komplex szam csak Ggy lehet egyenld, ha kiilon a valés részeik is
megegyeznek, és kiillon a képzetes részeik is egyenlsk. Igy a komplex
egyenletet felbonthatjuk egy két egyenletbdl all6 egyenletrendszerre.

A valos részek egyenlségébdl a 4a = 16 egyenletet kapjuk, amibdl
a = 4 kovetkezik.

A képzetes részek egyenlGsége a 2b = —4 egyenletet jelenti, melybdl
b = —2 kovetkezik.

Mivel meghataroztuk az ismeretlen komplex szam valés és képzetes
részét is, igy felirhatjuk az egyenlet megoldasét.

z=a+bi=4—2

Osszetett feladatok
1—7:2+7:4—i6+"'—i18

[+ i+ @+ B4 omplex

szam algebrai alakjat!

Megoldas: Elgszor a szamléloban és a nevezében allo kifejezések al-
gebrai alakjat kell meghatérozni, majd utana elvégezni az osztést.

Kezdjiik a szamléaloval. Az i-nek csak paros kitevGji hatvanyai szerepel-
nek, melyek vagy 1-gyel, vagy —1-gyel egyenlGek. Ha a kitev$ oszthatd
4-gyel, akkor a hatvany 1, ha nem oszthaté 4-gyel, akkor a hatvany
—1. Irjuk be ezeket az i hatvanyai helyére.

-4t =i =B =1 (- +1 - (-1 +---— (1) =
=14+1+1+1+--+1

A szamlaloéban tehat csupa egyest kell 6sszadnunk. Mar csak az a kér-
dés, hogy hany darabot. Mivel a legnagyobb kitevs 18, a legkisebb
pedig 0, és kettesével valtozik, ezért 10 darab tag van, azaz a szamla-
l6ban 10 -1 = 10 all.

Ezutéan foglalkozzunk a nevezdével. Itt is irjuk be ¢ kiilonb6z6 hatvanya-
inak az értékét.

l+i+i2+d@ 4+ =1+i+ (1) + (i) +---+1i
Tudjuk, hogy az i hatvanyai periodikusan ismétlédnek, s csupan négy
kiilonb6z6 hatvany van. Az Osszeg elején pontosan 4 hatvanyt irtunk

ki, ami egy periodust alkot. Kapcsoljunk 6ssze zarojellel egy-egy ilyen
peri6dust.



l+i+@?+@ 4+ =1+i+ (D) + (i) 4+ +i==[L+i+
(D) + (=) +[-]+1+1

Lathato, hogy egy peridduson belill az Gsszeg 0 lesz, hiszen szerepel
benne az 1 és a —1, valamint az i és a —i. Igy csak az a kérdés, hogy
hany tag marad még a teljes periddusokon kiviil. Mivel itt is 10 tag
van, igy az utols6 ketté marad meg, azaz a nevezs 1 + i-vel egyenld.

Ezutan térjiink vissza a részeredményekkel a térthoz.
124t =i =i 10
I e S A o

Mar csak egy osztast kell elvégezniink.

10 10- (1 —1) 10 —10¢ 10 — 10z 5_ 5
z = = = = = — 7
1+i (1+4)-(1—1q) 12+12 2
(2+1i)-2

. Feladat: Oldjuk meg a =1—2i% — {7 egyenletet!

2+ 61
Megoldas: Végezziik el az egyenlet jobb oldalan a miiveleteket, majd
fejezziik ki az ismeretlent. Elsé 1épésként helyettesitsiik be ¢ hatvanya-

inak értékét. Mivel i¢ = —1 és i7 = —i, igy az egyenlet a kovetkezd
alakot Olti.
(241)-z .
BT T 9. (1) — (—
2+ 61 (=1) = (=)
Ezutan vonjunk 6ssze a jobb oldalon.
(241)- 2 .
wrer_3
2 + 6 o
Most végezziik el a konjugalést.
2+1)-
w —3_
2+ 61

Itt feltétleniil alljunk meg egy pillanatra! Meg kell jegyezni, hogy a
konjugalas nem azt jelenti, hogy minden olyan tag elGjelét megvaltoz-
tatjuk, amiben az i szerepel. A konjugélas soréan csak a képzetes rész
elGjele valtozik. Ebben a feladatban jol lathato, hogy az eredeti feliras-
ban két tag is tartalmazza az i-t, de mégis csak az egyik eljelét kell
megvaltoztatni. Az i’ valoban képzetes, hiszen —i-vel egyenld, de az i°
valos, hiszen —1-gyel egyenld.

Térjiink vissza az egyenlet megoldasidhoz. Most szorozzuk az egyen-
let mindkét oldalat 2 + 6i-vel, és osszuk mindkét oldalt 2 + i-vel. Igy
kifejezziik az ismeretlent.

~ (3—19)(2+60)

- 241
El kell még végezni a jobb oldalon a miveleteket. Irjuk le kiilon a
szamlalobol a szorzast.
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(3—14)(2+6i) =6+ 18i — 2i — 6i> =6+ 18 — 2i + 6 = 12+ 16i
Helyettesitsiik ezt be, majd végezziik el az osztést.
124160 (12+16i)(2—14) 24 — 126 + 320 — 16i*

2+i  (2+9)(2-i) 22 412
24 —12i +32i +16 40 + 20i
_ 1+ 321 + 6: 0+ OZ:8+4Z'
441 5

A megoldas tehat z = 8 + 4.

1
. Feladat: Ha tudjuk, hogy (z + ) + (z — y)i = (1 +4)? + ~, mivel
i
egyenld az x és y valos szam?
Megoldas: Az egyenlet jobb oldalan végezziik el a miveleteket, és

irjuk fel az ott all6 komplex szdmot algebrai alakban. Szamoljunk rész-
letekben.

(1402 =124+2i+i®=1+2i—1=2i

1 1-(=d) - =i

i (- 02121

(Itt is ugyanugy végeztiik el az oszast, mint az eddigiekben, azaz a
nevez$ konjugéltaval bévitettiik a tortet. A nevezében i = 044 allt, s
ennek konjugaltaval 0 — i = —i-vel bévitettiink.)

Helyettesitsiik be a részeredményeket az egyenletbe.
(x+y)+(x—y)i=2i—i=1
Mivel x és y valds szamok, ezért x + y és x — y is valds szam. Ez azt
jelenti, hogy az egyenlet bal oldalan tulajdonképpen egy komplex szam
all, melynek valos része « + y, s képzetes része x — y. Arra hivatkoz-
hatunk ismét, hogy két komplex szam akkor és csak akkor egyenld, ha
kiilon a valds, és a képzetes részeik is egyenlSk. A jobb oldal valos része
0, képzetes része pedig 1, hiszen i = 0+ 1 4. A komplex egyenletbdl
igy az alabbi két egyenletbdl 4llo egyenletrendszert kapjuk.

r+y=20

z—y=1
Meg kell oldanunk az egyenletrendszert.
Adjuk 0ssze a két egyenletet, igy a 2z = 1 egyenletet kapjuk, amibdl

1

r = —.

2
Ha kivonjuk a két egyenletet, akkor a 2y = —1 egyenletet kapjuk,

amibdl y = 5
(Miutan megkaptuk x értékét, természetesen y-t valamelyik egyenletbe

torténd visszahelyettesitéssel is megkaphattuk volna.)

1
A feladat megoldasa: x = 3 ésy = —5
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4. Feladat: Oldjuk meg a 2% — 2Z = 0 egyenletet!

Megoldas: Olyan egyenletet kell megoldanunk, amiben egy komplex
ismeretlen, és annak konjugéltja is szerepel. Mint egy korabbi feladat-
ban, most is célszerti felirni dltalanosan az ismeretlen algebrai alakjat,
mert ebbdl felirhat6é a konjugalt is.

z=a+biészZ=a—W

Helyettesitsiik be ezeket az egyenletbe.

(a+bi)2 —2(a—bi)=0

Végezziik el a négyzetre emelést, és bontsuk fel a zardjelet.
a® + 2abi + (bi)? — 2a + 2bi = 0

a® + 2abi + b%i? — 2a + 2bi = 0

a® + 2abi — b* — 2a + 2bi = 0

Csoportositsuk ezutan a bal oldalon a tagokat tigy, hogy kiilon a valo-
sakat, és kiilon a képzeteseket.

(a® — b —2a) + (2ab + 2b)i =0

Hasznéaljuk fel, hogy két komplex szam csak tigy lehet egyenld, ha kiilon
a valos részeik is, és kiilon a képzetes részeik is megegyeznek. A jobb
oldalon 0 all, ami azt jelenti, hogy ott a valos és képzetes rész is 0, hiszen
a 0 komplex szam algebrai alakja 0+ 0i. Igy a komplex egyenletbdl az
alabbi egyenletrendszert kapjuk.

A valos részek egyenldsége: a? — b? — 2a = 0
A képzetes részek egyenlGsége: 2ab+ 2b =0

A maésodik egyenlettel célszerii el6szor foglalkozni, mert annak bal ol-
dalan kiemelhetd 2b.

2b(a+1)=0

Ez ‘azért jo, mert egy szorzat csak Ugy lehet 0, ha valamelyi tényez&je
0. Igy két eset fordulhat el6. Az els6 eset, ha 2b = 0, amibdl b = 0
kovetkezik, a masodik pedig, ha a + 1 = 0, amib6l a = —1 kovetkezik.
Innentdl tehat két dgon folytatddik a megoldas.

Az elss esetben b = 0.

Ezt helyettesitsiik be a valds részek egyenlGségét leird egyenletbe.
a’>—0%—2a =0, azaz a® —2a = 0.

Az egyenlet bal oldalan kiemelhets a.

ala—2)=0

Mivel ismét szorzat egyenld 0-val, ezért két eset van. Egyrészt a = 0,
masrészt pedig a — 2 = 0, amibdl a = 2 kovetkezik.
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Ezutén mar felirhatjuk az egyenlet két megoldasat. A megoldasokat
célszerd indexeléssel megkiilonboztetni.

Az a =0 és b= 0 szampéarbol kapjuk a z; = 0 + 0i = 0 megoldast.

Az a = 2 és b = 0 szamparbdl pedig a zo = 2 4+ 0i = 2 megoldast
kapjuk.

Ezutan foglalkozzunk a masodik esettel, amikor a = —1.

Ezt behelyettesitjiik a valos részek egyenlségét leiré egyenletbe.
(-1)2 —b? —2(—1) =0, azaz 3 — b* = 0.

Ennek az egyenletnek két megoldésa van: b = v/3 és b = —/3.

Igy ebben az esetben is két (a,b) szampért kaptunk, amelyekbél az
egyenletnek tovabbi két megoldéasa irhato fel.

Az a = —1 és b = /3 szamparbol kapjuk a z3 = —1 + /37 megoldast.

Aza=—-1ésb=—/3 szampérbol pedig a z4y = —1 — V3i megoldast
kapjuk.

Végiil tekintsiik 4t az egyenlet Gsszes megoldasat. Négy darab megol-
dést kaptunk, melyek a kovetkezdk:

Zl:0,22:2,23:—1+\/§ié824:—1—\/§i.

. Feladat: Vonjunk négyzetgyokdt a z = —5 + 127 komplex szambol!

Megoldas: Elgszor fogalmazzuk at a feladatot. Olyan komplex szé-
mot, vagy szdmokat kell keresniink, amelynek négyzete z-vel egyenlé.
Vezessiik be az u = \/z jelolést, ekkor u? = z, azaz u? = —5 + 12i. A
gyokvonas tehat azt jelenti, hogy ezt az egyenletet kell megoldanunk.
Mivel ebben az egyenletben az u ismeretlen komplex, ezért az el6z6
feladathoz hasonlban célszerd az altalanos algebrai alakbol elindulni.

u=a+ bi.

Helyettesitsiik ezt be az egyenletbe.
(a+bi)? =—5+12i

Végezziik el a négyzetre emelést.

a? + 2abi + (bi)? = =5+ 12i

a? + 2abi + b%i? = -5 + 12i

a® + 2abi — b? = =5+ 12i

Csoportositsunk ezutan a bal oldalon, kiilon a valos tagokat, s kolin a
képzetes tagokat.

(a% — b%) + 2abi = —5 + 12i

A komplex egyenletet ismét egyenletrendszerré alakithatjuk, mert fel-
frhatjuk kiilon a valés részek, és kiilon a képzetes részek egyenlGségét.
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{a2b2:5

2ab =12
A masodik egyenletbdl fejezziik ki b-t.
6
b=— *
y @

Helyettesitsiik ezt be az elsé egyenletbe.

2
(1) =
a

Végezziik el a négyzetre emelést.
a? — i—g =-5

Szorozzunk a’-tel.

a* — 36 = —5a®

Rendezziik O-ra az egyenletet.
a*+5a% —36 =0

Célszert az a® helyére egy 1j ismeretlent bevezetni, mert igy az egyenlet
visszavezethetd masodfoki egyenletre. Legyen pl. t = a?. Ekkor az
egyenlet a t? + 5t — 36 = 0 alakot Olti.

Irjuk fel a megoldoképletet. (Mivel ¢ valds, ezért kifrjuk a +-t.)

-5+13
54 (BZ—4.1-(-36) 54169 | —5 =4
REA 2.1 - 2 —)-5-13 9
=

Mivel az a valés szamot jeldl, igy négyzete nem lehet negativ. Ebbél
kovetkezik, hogy a masodik megoldas, a —9 hamis gyok, csak a t = 4
megoldasssal kell foglalkoznunk. Mivel t = a?, ezért az a® = 4 egyenle-
tet kapjuk, aminek két megoldasa van, az a; = 2 és az ag = —2.

Helyettesitsiik be ezeket a (*)-gal jelolt egyenletbe.

6 6
b :—:7:3
! al 2
6 6
b :—:7:—3
2 al -2

Ezutéan felirhatjuk a megoldasokat. Két (a,b) szampéart kaptunk, igy
két megoldés van.

Az a =2 és b= 3 szamparbdl kapjuk az u; = 2 4+ 3¢ megoldést.

Az a = =2 és b = —3 szampéarbol pedig az us = —2 — 37 megoldast
kapjuk.

Mivel u = /2, ezért az eredményt a kovetkez6 modon is frhatjuk:

V7 = £(2 + 30).
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Megjegyzés: Amint a feladatbol lathato, a négyzetgydkvonast algebrai
alakban is el lehet végezni a komplex szamok kérében. Altalaban azon-
ban nem ez a legcélszertibb eljaras. A gyokvonést célszertibb trigono-
metrikus alakban végrehajtani. Ugy nem csak négyzetgyokot, hanem
barmilyen kitev§ji gyokot lehet vonni a komplex szamokbol.
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1. dbra. z1 és 29

Komplex szamok trigonometrikus alakja

Alapfeladatok

. Feladat: Hatarozzuk meg az alabbi algebrai alakban adott komplex

szamok trigonometrikus alakjat!

2 =444i, zm=—-4+2i, 23=-3—-3V3i, z4=3-D5i,

25 =3, z26=—4, 2z;=>51, z53=—06¢

Megoldas: Ha algebrai alakrél tériink &t trigonometrikus alakra, ak-
kor két dolgot kell meghataroznunk. Egyrészt a komplex szam abszolit

értékét (1), amit a komplex szam hosszanak is szoktak nevezni, més-
részt a kopmlex szam argumentumét (¢), amit iranyszognek is nevez-

nek. Ezek meghatéarozasara az r = Va2 + b2 és a # 0 esetén a tg ¢ = E
Osszefiiggések allnak rendelkezésiinkre. ¢
Ezek alapjan z; esetén r = VA2 + 42 = /32 = 44/2.

Az irdnyszog esetén célszerd a kovetkezd modon eljarni. ElGszor a

tgd =

Osszefliggésbdl egy segédszoget hatarozunk meg, mely bizto-

san hegyesszog. Ezutan abrazoljuk a komplex szamot, s attél fliggden,
hényadik siknegyedbe esik a szam, a segédszogbdl hatérozzuk meg az
irdnyszoget, azaz @-t.

= 1. Ebbdl visszakeresve § = 45°.

4
Most tgd =

Most készitsiink egy vazlatos abrat a komplex szam elhelyezkedésérdl
a szamsikon.

Mivel z; az els§ siknegyedben helyezkedik le, igy ¢ = & = 45°.
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2. dbra. z3 és 24

Ezek alapjan z; trigonometrikus alakja a kévetkezo:
21 = 4v/2(cos 45° + i sin 45°)
Ezutan foglalkozzunk zo-vel.

r=(-42+22=v20=2V5
2 1

—4 2
Ebbdl visszakeresve § = 26.57°.

Most nem kapjuk meg teljes pontossédggal § értékét, mert nem nevezetes
szogrél van sz6. Ennek kovetkeztében a trigonometrikus alak is csak
kozelitSleg fogja megadni zo-t. A ¢ szdg meghatarozasahoz készitsiink
abrat zo-rdl.

tgd =

Az abréan lathato, hogy zo a mésodik siknegyedbe esik, ésitt a o+ =
180° Osszefiiggeés teljesil. Ezért ¢ = 180° —§ =2 180° —26.57° = 153.43°

Ezek alapjan zo kozelitd trigonometrikus alakja a kovetkezs:
29 = 2v/5(cos 153.43° + i sin 153.43°).
Kovetkezhet z3.

r=1/(=3)2 + (~3v3)2 = /36 = 6
—-3v3
=33\ _ V3
-3
Ebbdl visszakeresve § = 60°.

Abrazoljuk a z3 komplex szamot.

tgd =

Az abrarol leolvashato, hogy ez a szam a harmadik siknegyedbe esik, és
itt a ¢ = 180° + § Osszefiiggés teljesiil. Jelen esetben ¢ = 180° 4 60° =
240°.
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3. abra. z5 és zg

Fzek alapjan z3 trigonometrikus alakja a kovetkezs:
z3 = 6(cos 240° 4 ¢ sin 240°).
Ezutan foglalkozzunk z4-gyel.
r= VFT 5P = VA
] P
3 3
Ebbdl visszakeresve § 22 59.04°.

tgd =

Most sem kaptunk pontos értéket d-ra, igy z4-nek is csak kozelitd tri-
gonometrikus alakjat tudjuk majd felirni.

Abrazoljuk a z4 komplex szamot.

Az abrarol leolvashato, hogy ez a szam a negyedik siknegyedbe esik,
ahol a ¢ 4+ § = 360° Gsszefiiggés teljesiil.

Ebbél ¢ = 360° — 59.04° = 300.96°.

Fzek alapjan z4 trigonometrikus alakja a kovetkezs:

2y = v/34(cos 300.96° + i sin 300.96°).

Térjiink at ezek utan zs trigonometrikus alakjanak meghatérozéasara.

A komplex szam abszolut értékét meghatarozhatjuk tgy is, mint a
kordbbiakban. Kapjuk r = /32402 = v/9 = 3. Ezt azonban most

egyszeriibben is megkaphattuk volna, ha &dbrazoljuk zs-6t.

Mivel z5 valds szam, igy az abrardl is leolvashaté a szamot szemléltetd
vektor hossza, hiszen tengellyel parhuzamos vektorr6l van szd. Ebbdl
is lathato, hogy r = 3.

S6t az abrarol leolvashatd a komplex szadm argumentuma is, hiszen a
szamot szemléltets vektor az x tengely pozitiv irdnyaba mutat, ezért
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4. dbra. z7 és zg

b
@ = 0°. Persze hasznalhattuk volna a tgyp = — Osszefiiggést is, mint

a kordbbiakban, de az abrarol leolvasva (-t, sokkal gyorsabban ériink
célba.

Ezek utan zs trigonometrikus alakja a kovetkezs:
25 = 3(cos 0° + isin0°).
Kovetkezzen zg.

Most is valds szdmrol van szo, igy célszerd dgy eljarnunk, mint zj
esetében. Készitsiink abrat, s arrél olvassuk le az abszolit értéket, va-
lamint az argumentumot. A komplex szamot szemléltet vektor hossza
nyilvan 4, azaz r = 4. A vektor a valos tengely pozitiv iranyéaval 180°-0s
szoget zar be, tehat o = 180°.

Ebbdl zg trigonometrikus alakja a kévetkezs:
26 = 4(cos 180° + 7 sin 180°).
Térjiink at zy-re.

Most nem valés szamrél van sz6, de mégis eljarhatunk gy, mint zj
és zg esetében, mert ez a komplex szam egy tiszta képzetes szam. Ha
abrat készitiink rola, akkor az abrarol le tudunk olvasni mindent. S6t

b

most -t nem is tudjuk a tg ¢ = — Osszefliggésbdl meghatarozni, hiszen
a

a=0.

A komplex szamot szemléltet vektor most az y tengellyel parhuzamos,
és fiiggblegesen felfelé mutat. Hossza nyilvan 5, azaz r = 5, s a valos
tengely pozitiv irdnyaval pedig 90°-ot zar be, tehat ¢ = 90°.

Ebbdl 27 trigonometrikus alakja a kévetkezs:
27 = 5(cos90° + isin 90°).
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Végiil foglalkozzunk zg-cal.
Ismét elég abrat késziteniink, és arrél leolvasni az adatokat.

A komplex szamot szemléltets vektor most is az y tengellyel parhuza-
mos, de most fiiggslegesen lefelé mutat. Hossza nyilvan 6, azaz r = 6, s
a valos tengely pozitiv irdnyaval pedig 270°-ot zar be, tehat ¢ = 270°.
Ebbdl zg trigonometrikus alakja a kovetkezs:

zg = 6(cos 270° 4 7 sin 270°).

Megjegyzés: Amint 1lathato, altaldnossdgban a komplex szdmok trigo-
nometrikus alakjanak meghatarozasahoz az r = Va? +b? és a # 0
esetén a tgyp = — Osszefliggéseket hasznaljuk. Azonban ha a komplex

szam valOs, vagy tiszta képzetes, akkor egyszertien abrarol leolvasha-
tunk mindent, ugyanis ilyenkor a komplex szamot szemléltets vektor
valamelyik tengelyre esik. Mivel tiszta képzetes szamok esetén a = 0,

ezért ilyenkor a tg ¢ = — Osszefiiggésbdl ¢ nem hatarozhaté meg. Ek-

kor csak az abrarél tudjuk leolvasni ¢-t.

. Feladat: Hatarozzuk meg az alabbi trigonometrikus alakban megadott
komplex szamok algebrai alakjat!

z1 = T(cos 135° +isin 135°), 29 = 7(cos256° 4 ¢ sin 256°),
z3 = 8(cos 180° 4 isin 180°), 24 = 2(cos 90° + isin 90°),

Megoldas: Az el6z6 feladatban algebrai alakban megadott komplex
szamok trigonometrikus alakjanak meghatarozéasa volt a feladat, most
forditott a kérdés. Ilyenkor egyszeriibb helyzetben vagyunk, mint az
elébb. Csak annyit kell tenniink, hogy meghatarozzuk cos¢ és sin g
értékét, majd utana felbontjuk a zardjelet. Hajtsuk ezt végre elGszor
z1 esetében.

V2
2

Irjuk be ezeket az értékeket a trigonometrikus alakba.

2 2
21 = T(cos 135° +isin135°) =7 <—\2f + Z\Qf)

A zarojel felbontasa utan megkapjuk az algebrai alakot.
™2 TV2.
R — + —
2 2
Jarjunk el ugyanigy zo esetében is.
cos 256° = —0.2419 és sin 256° = —0.9703

A szogfiiggvények értékét most csak kozelitdleg tudtuk meghatarozni,
mert ¢ nem nevezetes szog volt. Igy nyilvan csak kozelitéleg fogjuk
megkapni a komplex szam algebrai alakjat is.

cos 135° = —‘f és sin 135° =

Z1 =
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z9 = T(cos 256° + i sin 256°) = 7(—0.2419 + i(—0.9703))
29 =2 —1.693 — 6.792¢

Kovetkezzen z3.

cos 180° = —1 és sin 180° =0

Ezeket felhasznalva:

z3 = 8(cos 180° 4 isin 180°) = §(—1+14-0) = —8
Amint lathato, ez a komplex szam egyben negativ valos szam is.
Végiil j6jjon z4.

c0s90° =0 és sin90° =1

FEzekbdl z4 algebrai alakja:

z4 = 2(c0s90° 4+ isin90°) =2(0+i-1) = 2

Amint az algebrai alakbol lathaté, most egy tiszta képzetes szamrol
van szo.

. Feladat: Hatarozzuk meg a z = —4(sin 150°—i cos 240°) komplex szam
trigonometrikus alakjat.

Megoldas: A feladat talan kicsit furcsanak tiinik, mert z olyan alak-
ban van felirva, melyben szerepel sin és cos, igy nagyon hasonlit egy
trigonometrikus alakhoz. A valésadgban azonban ez nem trigonometri-
kus alak. Tobb okboél sem. Példaul egy trigonometrikus alakban nem
allhat negativ szorz6 a zardjel el6tt, hiszen ott a komplex szam abszo-
lat értékének kell 4llni, ami nem negativ. Ezen kiviil az is lathat6, hogy
nem ugyanazon szognek szerepel a sin-a és cos-a. Tovabbé a sin-t és
cos-t felcserélték, valamint az i el6tt negativ elGjel all. Ha ezeknek csak
egyike is el6fordul, akkor nem trigonometrikus alakban felirt komplex
szamrol van sz6. Ilyenkor elészor a komplex szam algebrai alakjat al-
litjuk els, majd abbdl tériink at trigonometrikus alakra. Az algebrai
alakot ugyantugy kapjuk, mint ahogyan az el6z6 feladatban trigono-
metrikus alakrél attértiink algebrai alakra. Hatarozzuk meg tehat a
szerepl szogfliggvények értékét.

cos 240° = —0.5 és sin 150° = 0.5

Helyettesitsiik be ezeket.

z = —4(sin 150° — i cos 240°) = —4(0.5 — i(—0.5)) = =2 — 24

Ezutéan az els6 feladatban leirtak szerint attériink trigonometrikus alakra.

r=va2+02=/(-2?+ (-2 =v8=2/2
b

tgd =

-2

‘=1

|
Visszakeresve kapjuk: § = 45°.
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Ha abrazoljuk a komplex szamot, akkor az lathatéan a harmadik sik-
negyedben helyezkedik el, s itt a ¢ = 180° + 0 Osszefiiggés teljesiil. (Az
abra elkészitését mar az olvasora bizzuk.) Jelen esetben ¢ = 180° +
45° = 225°

Ezutan mar felirhatjuk a szam trigonometrikus alakjat.
z = 2/2(cos 225° + i sin 225°)

. Feladat: legyen z; = —3 + 3i és 29 = v/2(cos 315° + i sin 315°) Hata-
rozzuk meg zi - zo trigonometrikus alakjat!

Megoldas: Egy szorzatot kell meghataroznunk, de az egyik tényezé al-
gebrai alakban, a masik pedig trigonometrikus alakban van. A miivelet
elvégzéséhez azonos alakba kell irnunk a komplex szamokat. Mivel tri-
gonometrikus alakban kérik az eredményt, ezért célszertibb az algebrai
alakban adott szamot atirni trigonometrikus alakra, s agy elvégezni a
szorzast, mert {gy rogton trigonometrikus alakban fogjuk megkapni az
eredményt. Els6 1épésként tehat frjuk at zi-et trigonometrikus alakra.

r=va+b?=/(-32+3 =18 =32
b

tgd =

3
=1

=
Visszakeresve kapjuk: § = 45°.

Ha abrazoljuk a komplex szdmot, akkor az lathatéan a mésodik sikne-
gyedben helyezkedik el, s itt a ¢ = 180° — § Osszefiiggés teljesiil. Most
azt kapjuk: ¢ = 180° — 45° = 135°

Ezutéan mar felirhatjuk a szam trigonometrikus alakjat.
21 = 3v/2(cos 135° + i sin 135°)

Most végezziik el a szorzast. Trigonometrikus alaka komplex szamok
szorzésa esetén a szorzat abszolat értéke a szamok abszolat értékének
szorzataval egyenld, s a szorzat argumentuma pedig a tényez&k argu-
mentumanak 6sszegével. Ez képletben az alabbi alakban {rhaté. Legyen
z1 = 11(cos 1 +isingy) és zg = ra(cos w2 + isin pg),

ekkor 21 - zo = (r1 - m2)(cos(¢1 + @2) + isin(p1 + ¥2)).

Jelen esetben ez a kovetkezdt jelenti:

2122 = (3v/2-v/2)(cos(135° +315°) +i sin(135° +315°)) = 6(cos 450° +
isin 450°)

Trigonometrikus alakban azonban az argumentum a [0°,360°) inter-
vallumba kell, hogy essen, ezért ezen még alakitanunk kell. Ha az ar-
gumentumhoz hozzaadjuk, vagy kivonjuk 360° valamilyen egész szamu
tobbszordsét, akkor a komplex szam nem valtozik. Most példéul az ar-

gumentumbol 360°-ot ki kell vonnunk, igy kapunk majd egy [0°,360°)
intervallumba esé szbget.
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21+ z9 = 4(cos(450° — 360°) +i(sin 450° — 360°)) = 4(cos 90° + ¢ sin 90°)

. Feladat: Hatéarozzuk meg (1 +4)7 trigonometrikus alakjat!

Megoldas: Egy komplex szamot kell hatvanyoznunk elég nagy kite-
vére. Ha ezt algebrai alakban szeretnénk elvégezni, akkor nagyon sok
szorzast kellene végrehajtani. Sokkal célszertibb a komplex szamot &t-
irni trigonometrikus alakra, és ott elvégezni a hatvanyozast. Igy raada-
sul régton trigonometrikus alakban fogjuk megkapni az eredményt.

Irjuk tehéat at 1 + i-t trigonometrikus alakra.

r=va2+b2=vV12+12=+2
b 1

1
Visszakeresve kapjuk: § = 45°.

tgd = =1

Ha abrazoljuk a komplex szadmot, akkor az lathatéan az els6 siknegyed-
ben helyezkedik el, s itt ¢ = §. Jelen esetben tehat ¢ = 45°.

Ebbél kévetkezden: 1 + i = v/2(cos 45° + i sin 45°).

Most kovetkezik a hatvanyozés. Trigonomtrikus alakt komplex szam
hatvanyozasa esetén a hatvany abszolat értéke egyenls lesz az abszo-
lut érték megfelel6 hatvanyéaval, s a hatvany argumentumét pedig az
eredeti argumentum és a kitevs szorzataként kapjuk. Képletben ez a
kévetkezd modon irhaté. Ha z = r(cos ¢ + isin ), akkor

2" =r"(cos(n - ) +isin(n - @)).
A konkrét esetben ez a kivetkezdt jelenti.

(1+4)" = (v/2)"(cos(7-45°) +isin(7-45°)) = 8v/2(cos 315° +i sin 315°)

81(cos 310° + isin 310°)
3(cos 190° + i sin 190°)

. Feladat: Adjuk meg i/ értékeit trigonometri-

kus alakban!

Megoldas: Els6ként a gyokjel alatti osztast kell elvégezniink. Trigo-
nometrikus alakt komplex szdmok osztésa esetén a hanyados abszolit
értéke, az abszolut értékek hanyadoséval egyenls, s a hanyados argu-
mentuma pedig az argumentumok kiilonbségével. Képletben ezt a ko-
vetkezd modon irhatjuk.

Legyen z; = r1(cos 1 + isin i) és zo = r2(cos pa2 + isingy),
z r .
ekkor 2L = (1) (cos(p1 — p2) + isin(e1 — 2)).
22 T2
Jelen esetben ez a kovetkezdt jelenti:
81(cos 310° + isin 310°) 81 .
- e 1 © - 1 °© 1 °© — 1 °© =
3(cos 190° + 7 5in 190°) ( ) (cos(310 90°) + isin(310 90°))

3
= 27(cos 120° 4 7sin 120°)
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2.2.

Ezutéan hajtsuk végre a gytkvonést. Komplex szambél n-edik gyokot
vonva az eredmény abszolit értéke az eredeti abszolit érték n-edik
gyOke lesz, az eredmény argumentuma pedig az eredeti argumentum
osztva a gyokkitevével. Azonban a gyOkvonésnak mindig annyi ered-
ménye van, ah%nyadik gyOkot vonunk, ezért ezen argumentumhoz hoza-
adhato ,ahol ka0,1,2---n—1 értékeket veheti fel. Képletben

ez a kovetkezd modon irhato. Legyen z = r(cos ¢ + isin ), ekkor
k - 360° k - 360°

V2= 3r (cosw_ +isin90+),
n

n
ahol K =0,1,2---n—1.
Jelen feladatban ez a kdvetkezGt jelenti.
$/27(cos 120° + isin 120°) =

3 ( 120° + k- 360° . 120° + k- 360°
=27 |cos —— + —_———

3 7 S111 3

Elvégezve a miiveleteket a kovetkezot kapjuk:

), ahol £ =0,1,2.

3/27(cos 120° + i sin 120°) = 3 (cos(40° + k - 120°) + isin(40° + k - 120°)),

ahol £k =0,1, 2.

Célszerti kiilon is felirni a harom gyokot.
k =0 esetén 3 (cos40° + 7 sin40°)

k =1 esetén 3 (cos 160° + isin 160°)

k = 2 esetén 3 (cos 280° + i sin 280°)

Osszetett feladatok

. Feladat: Tekintsiik a kovetkezs komplex szamokat: z; = 4(cos45° +

isin45°), zo = 4(cos 135° +1isin 135°), z3 = 2(cos 110° +isin 110°) Ha-
z1 + 22
23

tarozzuk meg trigonometrikus alakjat!

Megoldas: A meghatarozando6 tort szamlalojaban két komplex szam
osszege all. Ezek a szamok trigonometrikus alakban vannak megadva,
azonban az Osszeadést csak algebrai alakban tudjuk elvégezni. Ezért
el6szor meg kell hataroznunk z; és zo algebrai alakjat.

z1:4(00845°+isin45°):4<\[+ f) = 2V/2 + 2V/2i

79 = 4(cos 135° + isin 135°) = 4 <—\[ + zf> = —2v2+2V/2i

Ezutédn mar elvégezhets az Osszeadas.

21+ 20 = (2V2 + 2v/20) 4+ (—2V2 + 2V/2i) = 4/2i
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5. abra. z1 + 29

Hatra van még egy osztas. A szamlalo algebrai alakban van, a nevezd
pedig trigonometrikus alakban. Ko6zos alakra kell ket hozni. Mivel az
eredményt trigonometrikus alakban kérik, ezért célszer a szamlalot
atirni trigonometrikus alakra. A szamlalo tiszta képzetes szam, igy ele-
gend§ abrazolni, és az abrardl leolvasni az adatokat.
Nyilvanvalo, hogy r = 4v/2 és ¢ = 90°.
Ebbdl a szamlald trigonometrikus alakja:
21 + 29 = 4v/2(cos 90° + i sin 90°).
Most végezziik el az osztést.
21+ 20 44/2(cos 90° 4+ i sin 90°) B

z3 2(cos110° +isin110°)

42

2

= 2 (cos(90°—110°)+4 sin(90°—110°)) = 2v/2(cos(—20°)+4 sin(—20°))

Mivel negativ szoget kaptunk, azért az argumentumhoz adjunk hozza

360°-ot.

21 + 22
23

= 2v/2(cos 340° + i sin 340°)

. Feladat: Oldjuk meg a 2% + 2% — 20 = 0 egyenletet a komplex szamok
halmazan!

Megoldas: Ha bevezetjiik az v = 2> 4j ismeretlent, akkor a hatodfoki
egyenletet visszavezethetjliik masodfoki egyenletre.

Kapjuk: u? +u — 20 = 0.

Hatéarozzuk meg ennek megoldasait a megolddképlettel.
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-1+49
—1+/12—4-(=20) —1++81 5 =4
92 - 9 -1 -1-9
=-5
2
Ahhoz, hogy az eredeti ismeretlent kapjuk meg, ezen u értékekbdl még
kobgyokst kell vonnunk, hiszen ha u = 23, akkor z = J/u.

Ur2 =

A gyokvonast azonban trigonometrikus alakban tudjuk végrehajtani,
ezért a masodfokd egyenlet gyokeit irjuk at trigonometrikus alakra.
Mindkét gyok valos, igy elég abrazolni 6ket, s az abrardl leolvasni az
abszolut értékiiket és az argumentumukat.

uyp = 4 esetén r = 4 és p = 0°, igy trigonometrikus alakja

uy = 4(cos0° + isin0°).

ug = —H esetén r = 5 és p = 180°, igy trigonometrikus alakja
ug = 5(cos 180° + ¢sin 180°).

A gyokvonasok végrehajtasa utan 6 megoldéast fogunk kapni.

Egyrészt
0° + k - 360° 0° + k - 360°
21,23 = YUl = V4 <cos % + ¢ sin +3>,

ahol k = 0,1, 2 értékeket vehet fel.

Maésrészt

2456 = /U2 = V5 (cos 1807 + - 3607 +f 3607 + ¢sin 1807+ k- 3607 +3k : 360())7
ahol k = 0,1, 2 értékeket vehet fel.

Felirhatjuk kiilon-kiilon is a gyokoket.

21 = /4 (cos 0° + isin 0°)

29 = V/4 (cos 120° + i sin 120°)

23 = /4 (cos 240° + i sin 240°)

24 = /5 (cos 60° 4 i sin 60°)

z5 = /5 (cos 180° + i sin 180°)

26 = /5 (cos 300° + i sin 300°)

. Feladat: Oldjuk meg a z* 4 i2? +12 = 0 egyenletet a komplex szamok

halmazéan!

Megoldas: Vezessiik be az t = 22 14j ismeretlent, ezzel a negyedfoki
egyenletet visszavezethetjliik masodfoki egyenletre.

Kapjuk: 2 + it +12 = 0.

Hatarozzuk meg ennek megoldasait a megoldoképlettel.
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—1+ Ti .
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Az eredeti ismeretlen meghatarozasahoz ezen t értékekbdl még négy-
zetgyokot kell vonnunk, hiszen ha t = 22, akkor z = /.

A gyokvonast trigonometrikus alakban tudjuk végrehajtani, ezért a
méasodfoki egyenlet gyokeit irjuk at trigonometrikus alakra. Mindkét
gyok tiszta képzetes, igy elég abrazolni 6ket, s az dbrardl leolvasni az
abszolut értékiiket és az argumentumukat.

t1 = 3i esetén r = 3 és ¢ = 90°, igy trigonometrikus alakja

t1 = 3(cos90° + i sin 90°).

to = —4i esetén r = 4 és p = 270°, igy trigonometrikus alakja
to = 4(cos270° 4 isin 270°).

A gybdkvonasok végrehajtasa utdan 4 megoldéast fogunk kapni.

Egyrészt

212 =0 =V3 ((:0S900+];3600 —|—z’si1190o+2]€'3600)7
ahol k = 0,1 értékeket vehet fel.

Maésrészt

234 = Ve = V4 ((:082700+2k.3600 —i—isin2700+2k'3600>7

ahol k = 0,1 értékeket vehet fel.
Irjuk fel kiilon-kiilon is gyokoket.
21 = V/3 (cos 45° + i sin 45°)
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7. abra. t1 és to

29 = V/3 (cos 225° + i sin 225°)
23 = 2 (cos 135° + i sin 135°)
z1 = 2 (cos 315° + isin 315°)

. Feladat: Oldjuk meg az alabbi egyenletet a komplex szdmok halma-
zén!

(1 —2v/3i)23 — 8 = 24 (cos 60° + i sin 60°)

Megoldas: Az egyenletben csak egyetlen helyen fordul el6 az ismeret-
len, igy egyszertien csak rendezéssel ki kell fejezniink. Els§ lépésként
mindkét oldalhoz hozzé kellene adnunk 8-at. Mivel a jobb oldalon egy
trigonometrikus alaka komplex szam all igy ezt csak akkor tudjuk majd
elvégezni, ha a jobb oldalt atirjuk algebrai alakra.

1 3
24 (cos 60° + isin 60°) = 24 (2 + z‘{) =12+ 12V/3i

Igy az egyenlet a kivetkezs alakot olti.

(1 —2v3i)2z3 — 8 = (12 + 12/3i)

Ezutan mar elvégezhets az 6sszeadas.

(1 —2v/30)23 = (124 12v/3i) + 8 = 20 + 12/3i

Kovetkezs 1épésként osztani kell 1 — 2v/3i-vel az egyenlet mindkét ol-

dalat. Ezt a mitiveletet rogton végre is tudjuk hajtani, hiszen a jobb
oldal is, és az oszt6 is algebrai alakban van.

s 204+12V3i (204 12V3i)(1+2V/34) _
1—2V/3i (1 —2v/34) (1 + 2v/30)
204 40V/3i + 12v/3i + 72 20 4 40v/3i + 12V/3i — 72

12 + (2/3)2 13
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—52 + 52V/3i
= 433\[1 = —4+4v/3i

Az ismeretlen meghatarozasahoz még kdbgyokot kell vonnunk. Mivel
a jobb oldal algebrai alakban van, ezért elGszor ott at kell térniink
trigonometrikus alakra.

r=1/(—4)2 + (4v/3)2 = V64 = 8
WS _ s

Ebbdl visszakeresve § = 60°.

tgd =

Nem készitiink méar abrat a komplex szamrél, mert egyszertien a va-
16s és képzetes rész elGjelébdl lathato, hogy ez a szam a masodik sik-
negyedbe esik. Itt a ¢ = 180° — § Osszefiiggés teljesiil. Jelen esetben
© = 180° — 60° = 120°.

Ezek alapjan a jobb oldal trigonometrikus alakja a kévetkezs:

—4 + 4+/3i = 8(cos 120° + i sin 120°).

Ezutdn mar tudunk harmadik gyokot vonni, s ezzel megkapjuk az

egyenlet megoldasait.

z = {/8(cos120° + sin 120°) =

9 <cos 120° 4 k - 360° 4 isin 120° + £ - 360°
3 3

Irjuk fel kiilon a harom megoldast.

21 = 2(cos 40° + i sin 40°)

29 = 2(cos 160° + i sin 160°)

z3 = 2(cos 280° + i sin 280°)

>,a,holk:O,1,2.

. Feladat: Oldjuk meg az alabbi egyenletet a komplex szamok halma-
zan!

2 i i (1—i)

Vo7 + i=(1—1)

Megoldas: Az egyenletben csak egyetlen helyen fordul el§ az ismeret-
len, igy egyszertien csak rendezéssel ki kell fejezniink. Els6 1épésként
a jobb oldalon el kell végezniink a hatvanyozést. A kitevsé nagy, igy
algebrai alakban ez sok szorzast jelentene. Célszertibb az (1 — i)-t at-
irni trigonometrikus alakra.

= VITF (I = V2

-1
=1

tgd =

Ebbdl visszakeresve § = 45°.
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A valos és képzetes rész eljelébdl lathato, hogy ez a szam a negyedik
siknegyedbe esik. Itt a o = 360° — § Osszefiiggés teljesiil. Jelen esetben
© = 360° — 45° = 315°.

Ezek alapjan 1 — ¢ trigonometrikus alakja a kovetkezs:

1 —i = +/2(cos 315° + isin 315°).

Végezziik el ezutan a hatvanyozast.

(1—14)" = (v/2)"(cos(7 - 315°) + isin(7 - 315°)) =

= 8v/2(cos 2205° + i sin 2205°)

Moédositanunk kell az argumentumon, mert nem esik a [0°,360°) in-
tervallumba. Jelen eseteben 6 - 360° = 2160°-ot kell kivonnunk, s igy

2205° — 2160° = 45°-ot kapunk. Eszerint a hatvany trigonometrikus
alakja az alabbi.

(1 —14)7 = 8/2(cos 45° + isin 45°)

A kovetkez§ 1épésben mindkét oldalbol ki kell vonnunk (24 — 8i)-t. Ez
azonban csak algebrai alakban végezhetd el, ezért a jobb oldalt at kell
irnunk algebrai alakra.

2 2

Az egyenlet igy a kivetkezd alakot Olti.

25

L 4248 =8+8i
V2i

Immaron elvégezhets a kivonas.
25
N —16 + 16i
Ezutan szorozzuk mindkét oldalt v/2i-vel.
25 = (=16 + 16i)v/2i = —161/2i + 16/2i> = —161/2i — 16/2 =
25 = —16v2 — 161/2i

Utolso lépésként mindkét oldalbol 6todik gyokot kell vonnunk. Ehhez
a jobb oldalon at kell térniink trigonometrikus alakra.

r=/(~16v2)? + (~16v/2)? = /1024 = 32
—16v2
—16v2
Ebbél visszakeresve § = 45°.

A valos és képzetes rész elGjelébdl lathato, hogy ez a szam a harmadik
stknegyedbe esik. Itt a ¢ = 180° + § Osszefiiggés teljesiil. Jelen esetben
@ = 180° 4 45° = 225°.

5 V2
8v/2(cos 45° + i sin 45°) = 8v/2 (*f n i\[> — 84 8i

tgd =
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Ezek alapjan —16v/2 — 164/2i trigonometrikus alakja a kovetkezs:
—16/2 — 16+/2i = 32(cos 225° + i sin 225°).
Végezziik el a gydkvonést.

z = {/32(cos 225° + i sin 225°) =

_ 33 (cos 225° —|—5k: - 360° +isin 225° + k - 360°

Irjuk fel kiilon az 6t megoldast. A megoldasok argumentuma most
360°

),aholk—0,1,2,3,4.

= 72°-onként novekszik.

21 = 2(cos 45° + isin45°)

29 = 2(cos 117° 4+ isin 117°)
z3 = 2(cos 189° 4 i sin 189°)
z4 = 2(cos 261° 4 i sin 261°)
25 = 2(cos 333° + isin 333°)
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3.1.

Figgvénytani alapfogalmak
Alapfeladatok

. Feladat: Hatarozzuk meg a valos szdmok legh6vebb részhalmazat, me-

Var + 3

5 5 hozzarendelési utasitési fiiggvény értelmez-
z‘ —_—

lyen az f(x) =
hets!

Megoldas: Ha egy fiiggvény esetében csak a hozzarendelési utasitast
adjak meg, akkor mindig felvet&dik az a kérdés, mi a legh&vebb halmaz,
melyen értelmezhetd a fliggvény. Azt is mondhatjuk ilyenkor, hogy meg
kell tenniink a sziikséges kikotéseket. Jelen esetben két okbol kell kiko-
tést tenniink. Egyrészt a négyzetgyok miatt, hiszen csak nem negativ
szamoknak létezik négyzetgyoke a valds szamok halmazén, mésrészt az
osztés miatt, hiszen 0-val nem lehet osztani. Irjuk fel ezeket a kikotése-
ket képlettel, majd rendezziik Sket a valtozora. Végiil hatdrozzuk meg
azt a halmazt, melynek elemei mindegyik kikotésnek eleget tesznek.

A négyzetgyok miatti kikdtés: 4o +3 >0

Rendezziik ezt z-re.

4 > —3
o> >
- 4

A nevezd miatti kikotés: 3z — 2 # 0
Ezt is rendezziik x-re.
3r # 2
2
x4 2
7 3
A fiiggvény tehat a valtozo azon értékeire értelmezhets, melyekre x >
) 2
——ésx # -
4 7 3
Célszertibb mindezt maés jel6léssel irni. Jelolje a fliggvény értelmezési

tartomanyat Dy, és haszndljuk az intervallumokra vonatkozo jelolése-
ket. Ekkor az értelmezési tartoméany az alabbi médon irhato:

o= (2}

Feladat: Hatarozzuk meg a valos szamok legh6vebb részhalmazat, me-
| (@) In(9 — 4z)
enaz f(x) = ———=
Y b + 8

hetds!

hozzarendelési utasitési fiiggvény értelmez-

Megoldas: Jarjunk el ugyanigy, mint az el6z6 feladatban. Most is két
kikotést kell tenniink, mert logaritmusa csak pozitiv szdmoknak létezik,
és nevez6ben nem &llhat 0.
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A logaritmus miatti kikotés: 9 — 4x > 0.

9
Ebbél 9 > 4z, majd 1 > x kovetkezik.
A nevezd miatti kikotés: bx 4+ 8 # 0.

Ebbél bz # —8, majd = # —g kovetkezik.

Ezek alapjan a fliggvény értelmezési tartoméanya a kévetkezd:

9 8
D= |—o0, -~ -\
4 ( - 4’) \ { 5}
. Feladat: Hatarozzuk meg a valés szdmok legh6vebb részhalmazat, me-
1

———— hozzéarendelési utasitasu fliggvény értelmez-
In(5z — 8)

lyen az f(z) =
hetd!

Megoldas: A logaritmus és a nevezd miatt kell most is kikdtést ten-
niink.

A logaritmus miatti kikotés: bx — 8 > 0.
8
Ebbél 5z > 8, majd x > 5 kovetkezik.

A nevezd miatti kikotés: In(5z — 8) # 0.

Most a rendezés egy kicsit érdekesebb, mint a korabbiakban. Célszertd
lenne a jobb oldalon all6 0-t is egy megfelels szam természetes alapt
logarimusaként irni, mert akkor a logaritmus fliggvény szigori mono-
tonitasa miatt elhagyhatjuk mindkét oldalrél a logaritmust. Tudjuk,
hogy In1 = 0, igy ezt irjuk a jobb oldalra.

In(5z —8) #1In1

Ebbdl 5z — 8 # 1 kovetkezik, amit mar konnyen tudunk rendezni.
9

bx # 9, majd z # £

Ezek alapjén a fliggvény értelmezési tartoméanya a kévetkezd:

or- (o 1)

. Feladat: Hatarozzuk meg a valés szdmok legh6vebb részhalmazat, me-

7
lyen az f(x) = arcsin hozzéarendelési utasitasu fliggvény értel-

mezhetd!

Megoldas: Most csak egyetlen kikotést kell tenniink az arcsin miatt.
Tudjuk, hogy ez a fliggvény a [—1, 1] intervallumon értelmezhets. Jelen
esetben azon kifejezés értékének kell ebbe az itervallumba esni, aminek
az arcsin-at vesszik.

3r+7

A kikotés tehat: —1 < <1
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Ez egy kett6s egyenlStlenség. Felbonthatjuk két egyenl&tlenségre is,
de elvégezhetjiik egyben is a rendezési lépéseket. Els6ként szorozzunk
8-cal.

—8<3zx+7<8
Vonjunk ki 7-et.
—15<3x <1

Végiil osszunk 3-mal.
<< 1
_ < =
-~ 3

A fiiggvény értelmezési tartomanya a kovetkezs:
1
Dy=1|-5-].
! { 3}

. Feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = 2(2%+3) hozzarendelési utasitasi
fliggvény értékkészletét, ha az értelmezési tartomany a valds szédmok
legb6vebb olyan részhalmaza, melyen a fiiggvény értelmezhets!

Megoldas: A fiiggvény nyilvanvaldan értelmezhetd minden valds szamra,
tehat D F= IR.

A g(z) = 2? fiiggvény értékkészlete ismert, hiszen elemi alapfiiggvény.
Tudjuk, hogy R, = [0, 00), azaz 2* > 0 teljesiil minden = € IR esetén,

és az o2 fliggvény fel is veszi az Osszes nem negativ értéket.

Ezt felhasznalva hatarozzuk meg f értékkészletét. Alakitsuk at f hoz-
zarendelési utasitdsat gy, hogy felbontjuk a zardjelet.

f(x) =222 +6

Lathato, hogy f a g-bdl linearis transzformaciokkal szarmaztathato,
két 1épésben.

Elséként az x? helyett 2z2-re tériink at. Ez azt jelenti, hogy min-
den fliggvényérték kétszeresére valtozik. Ez azonban nem valtoztatja
az értékkészletet, hiszen 22 > 0 akkor és csak akkor, ha 222 > 0.

Mésodik lépésben a 222-r6l 222 + 6-ra tériink at. Ez azt jelenti a fiigg-
vény értékei megnének 6-tal, s ez mar valtoztat az értékkészleten. A
222 > 0 egyenl6tlenség ugyanis akkor és csak akkor teljesiil, ha

207 46 > 6.

Ebbdl kovetkezden az f fliggvény értékkészlete a kovetkezs:

Ry =1[6,00).

. Feladat: Hatérozzuk meg az f(x) = 4e” — 3 hozzarendelési utasitasa

fliggvény értékkészletét, ha az értelmezési tartomany a valds szémok
legb&vebb olyan részhalmaza, melyen a fliggvény értelmezhetd!
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Megoldas: A fliiggvény nyilvanvaléan értelmezheté minden val6 szamra,
tehat Dy = IR.

Hasonl6an, mint az el6z6 feladatban, most is egy elemi alapfiiggvénybdl
linearis transzformaciokkal kapjuk az f fliggvényt. Tekintsiik ugyanis a
g(x) = e” figgvényt, azaz a jol ismert exponencialis fiiggvényt. Ebbsl
szarmaztathato transzforméaciokkal az f fliggvény, ugyaniagy két lépés-
ben, mint az elézd feladatban. A ¢ fliggvény értékkészletét ismerjiik,
hiszen e® > 0 minden z € IR esetén, s a fiiggvény fel is vesz minden
pozitiv értéket, tehat Ry = (0, 00).

Az e* > 0 egyenl6tlenség viszont ekvivalens a 4e® > 0 egyenlGtlenség-
gel, majd ujabb ekvivalens atalakitassal a 4e” — 3 > —3 egyenl&tlensé-
get kapjuk. Ez pedig azt jelenti, hogy az f fliggvény értékkészlete az
alabbi:

Ry = (—3,00).

. Feladat: Adjuk meg az fog és go f Osszetett fliggvények hozzarendelési
-1
utasitasat, ha f(x) = :C és g(x) =1—/x!

Megoldas: Osszetett fiiggvénynek az olyan hozzarendeléseket nevez-
ziik, amelyeket fliggvények egymas utanjaként allitunk els. Példaul az
fog fiiggvény azt jelenti, hogy elGszor a g hozzarendelést hajtjuk végre,
majd a kapott értékbdl indulva végrehajtjuk az f hozzarendelést. Ezt
az egymas uténisagot fejezi ki az Osszetett fiiggvények masik jelolési
modja, amikor az f o g Osszetett fliggvényt f(g(x))-szel jelolik. Ez
a jelolésmod magyarizatot ad az elnevezésekre is, miszerint az els§
hozzérendelést bels fliggvénynek nevezziik, a masodikat pedig kiilsé
fliggvénynek. Ebbdl a jelolésmodbol pedig az is egyértelmi, hogy az
Osszetett fliggvény hozzarendelési utasitasat tgy kapjuk, hogy a kiilsé
fliggvény hozzarendelési utasitasaban a valtozo szerepét a bels6 fligg-
vény veszi at. Képletben ez annyit jelent, hogy a kiils§ fiiggvényben x
helyére a bels§ fiiggyvényt kell helyettesiteniink.

Ennyi magyarazat utan lassuk a két Osszetett fliggvény hozzarendelési
utasitasat. Az f o g eléallitasakor f-ben helyettesitiink = helyére g(z)-
et, mig a go f esetén pedig g-ben helyettesitiink = helyére f(z)-et. Az
eredmények a kovetkezdk:
(Fo9)(w) = flaa) = T YIS = 2

—/x) 11—z

Ha bévitliink —1-gyel, akkor ez a kévetkezé mddon is irhato:

(fog)z) = flg(x)) = \/E@ 1

(g0 1)) = g(f@) =1— /2=

X
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10.

11.

Ezt is irhatjuk mas formaban, ha a gyokjel alatt a tortet két részre
bontjuk. Igy a kivetkezs alakot kapjuk:

(90 £)(&) = g(Fe) =1~ /1 1.

Feladat: Adjuk meg az fog és go f Gsszetett fliggvények hozzarendelési
utasitasat, ha f(z) = vz + 1 és g(z) = 57F3!

Megoldas: Amint az el6z6 feladat megoldasaban mar szerepelt, az
f o g eldallitasakor f-ben z helyére g(z)-et helyettesitiink, mig a g o f
esetén pedig g-ben helyettesitiink f(x)-et x helyére. Igy az alabbiakat
kapjuk:

(fog)(z) = flg(x)) = VBoH +1,
(g0 f)(z) = g(f(w)) = 5Y7 15,

Feladat: Adjuk meg az f o f Osszetett fliggvény hozzéarendelési utasi-
tasat, ha f(z) = 22 + 1!

Megoldas: Olyan Osszetett fliggvényt kell elGallitanunk, amelynek a
kiilsg és belsé fiiggvénye is az f fliggvény. Ez azt jelenti, az f fliggvény-
ben az x helyére f(x)-et kell helyettesiteniink.

Igy a kovetkezst kapjuk:
(fof)x)=f(f(x)) = (@®+1)2+1 = (z*+222 +1)+1 = 2% + 222 42

— 2COS xT

Feladat: Adjunk meg kiilsg és belsé fiiggvényt az f(z) Ossze-

tett fliggvény esetén!

Megoldas: Amint a kettGvel elgbbi feladat magyarézataban szerepelt,
a bels6 fliggvény az els6 hozzarendelés, a kiilsé fiiggvény pedig a méaso-
dik hozzarendelés, a fliggvények egymas utanjaban. Amikor tehét egy
Osszetett fliggvényhez keresiink kiils6 és bels§ fliggvényt, akkor azt kell
atgondolnunk, milyen hozzarendelést hajtunk végre elGszor z-en. Most
nyilvanvaléan x-nek cos-at vessziik, tehat ez lehet belss fliggvény. Mi-
vel a kiils6 fiiggvényben a valtozo szerepét a bels6 fiiggyvény veszi at,
igy ezen bels§ fliggvényhez tartozd kiilsé fiiggvényt tgy kapjuk meg,
hogy a belst fliggvény helyére egyszertien a valtozot, altalaban z-et
irjuk. Jelen esetben igy a kiévetkezSket kapjuk.

Belss figgvény: g(z) = cosx

Kiilss fiiggvény: h(z) = 2*

Ezen két fliggvénybdl az f nyilvan a h o g kompoziciéval kaphaté meg.
Feladat: Adjunk meg kiils6 és belsd fiiggvényt az f(z) = tg2x Ssszetett
fliggvény esetén!

Megoldas: Feladatunk ugyanaz, mint az el6bb. Gondoljuk végig, mi
az els6 hozzarendelés. Ehhez célszeri az f hozzarendelési utasitasat
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12.

egy kicsit atalakitani, ugyanis a jelolés félrevezetd lehet. Amikor egy
fliggvénynél szerepel hatvanyozés, az ugyanazt jelenti, mintha a fiigg-
vényt zardjelbe tennénk, s a zardjelen kiviilre irnank hatvanyozast.
Jelen esetben példaul a kovetkezdét:

f(z) = tg’z = (tgx)?

A rovidebb irasmod is hasznos, mert nem kell olyan sok zardjelet hasz-
nalnunk, de nem szabad elfeledkezni a jelentésérsl. A hosszabb jelolés-
mod mutatja ugyanis egyértelmiibben, hogy itt elGszor a tg-ét vessziik
az x-nek, majd amit kaptunk, azt emeljiik négyzetre. Fzzel talaltunk
is kiilsé és bels6 fliggvényt.

Belsé fiiggvény: g(x) = tgx

Kiilss fiiggvény: h(z) = 22

Ebbdl a két fiiggvénybdl az f nyilvan a h o g kompozicioval kaphatd
meg.

Feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = (4= + 1)3 képletii fiiggvény inver-
zének hozzarendelési utasitasat!

Megoldas: Az f fiiggvény kolcsondsen egyértelmd, mert f(a) = f(b)
csak akkor teljesiil, ha a = b, tehat 1étezik inverze. Az inverz fiigg-
vény tulajdonképpen az eredeti hozzarendelés megforditottjat jelenti.
Ha az eredeti fliggvényben az értéket réviden y-nal jeldljiik, akkor az f
fiiggvényt az y = (4z + 1)3 egyenlettel adhatjuk meg. Az inverz fiigg-
vényben felcserélgdik a fiiggetlen valtozo, azaz x, és a fiiggs valtozo,
azaz y szerepe. Ami eddig az értelmezési tartomény volt az lesz az in-
verzben az értékkészlet, s ami az eredeti fliggvény értékkészlete volt, az
lesz az inverz értelmezési tartoménya. A hozzarendelési utasitas meg-
hatarozasakor ez azt jelenti, hogy fel kell cserélniink az egyenletben x
és y szerepét.

Az inverz fiiggvényt tehat az x = (4y + 1)% egyenlet adja meg.

Ez azonban igy nem egy explicit alakban adott fiiggvény, azaz nincs a
fliggvényértékre, tehat y-ra rendezve. Ha lehetséges, akkor célszertibb

inkdbb explicit alakban megadni a fiiggvényeket, mert tgy sokkal egy-
szertibben kezelhetSk. Probaljuk meg tehét y-ra rendezni az egyenletet.

Els6 1épésként vonjunk mindkét oldalbol kobgyokat.

Jr=4y+1
FEzutan vonjunk ki mindkét oldalbdl 1-et, majd osszunk 4-gyel.
Yi-1

4
Ezzel meg is kaptuk explicit alakban az inverz fiiggvény hozzarendelési
utasitasat, melyet az alabbi médon irhatunk:
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13.

14.

Megjegyzés: Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az f~!(x) jelolésben nem
hatvanyozasrol van szé! Ezzel nem az f fiiggvény —1-dik hatvanyat
jeloljiik, hanem az inverzét.

Feladat: Hatarozzuk meg az f(z) = e?**2 képletii fiiggvény inverzének
hozzérendelési utasitasat!

Megoldas: Az f fiiggvény kolecsondsen egyértelmi, tehéat 1étezik in-
verze.

Jarjunk el az el6z6 feladatban leirtak szerint, azaz irjunk az f(x) he-
lyére y-t.

y = 62x+5

Majd cseréljiik fel z és y szerepét.
xr = etd

Ezutan rendezziik y-ra az egyenletet. Mivel y kitevGben szerepel, ezért
vessziik mindkét oldal természetes alapu logaritmusét.

Inz = In(e?¥+9)

Mindezt azért tettiik, mert kozépiskolabol ismert, hogy log,(a?) = b , s
igy In(e?+5) = 2y + 5. (Ne feledkezziink el arrol, hogy az In ugyanazt
jelenti, mintha log -t irnank.) Igy az egyenlet a kivetkezd lesz.
Inx=2y+5

A tovabbi rendezési 1épések méar egyszertiek, el6szor kivonunk 5-6t,
majd osztunk 2-vel.

Inz—-5
9 =Y
Az inverz fliggvény hozzarendelési utasitisa tehat a kdvetkezs:
_ Inx —5
INOEELS

Feladat: Hatéarozzuk meg az f(x) = In(6x — 7) képleti fiiggvény in-
verzének hozzarendelési utasitésat!

Megoldas: Az f fliggvény kolesondsen egyértelmi, tehéat 1étezik in-
verze.

Irjunk az f(z) helyére y-t.

y=In(6x —7)
Cseréljiik fel x és y szerepét.
x =In(6y —7)

Rendezziik y-ra az egyenletet. Mivel y logaritmuson beliil szerepel,
ezért emeljiik fel az e szamot az egyenlet jobb illetve bal oldalara.
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3.2.

et = 6ln(6y—7)

Ezt azért tessziik, mert a logaritmus definicidja szerint alog.b — b, s
igy e™(6v=7) = 6y — 7. Ezzel az egyenlet a kivetkezs alakot Glti.

e* =6y —7

Mér csak egyszert rendezési 1épések vannak hatra. ElGszor mindkét
oldalhoz adjunk 7-et, majd osszunk 6-tal.

e +7
6 Y
Az inverz fliggvény hozzarendelési utasitiasa tehat az alabbi:
_ et +7

Osszetett feladatok

Feladat: Hatarozzuk meg a valés szamok legh6vebb részhalmazat, me-
In(2z 4+ 9)

lyen az f(.’,U) = 2_7\/6——‘;(;’

mezhetd!

hozzarendelési utasitasu figgvény értel-

Megoldas: Hasonl6 feladattal talalkoztunk az alapfeladatok kozott is.
Most annyiban véltozott a helyzet, hogy tobb kikotést kell tenni, s
igy az Osszes kikotésnek elget tevé halmaz meghatarozésa is nehezebb.
Menjiink sorba a kikotéseken.

9
Logaritmus miatti kikotés: 2z + 9 > 0, amibdl z > —3 kovetkezik.

Négyzetgyok miatti kikotés: 6 — |z| > 0, amibdl |x| < 6 kovetkezik.
Ezt azonban még tovabb kell alakitanunk. Ez az egyenl6tlenség akkor
teljesiil, ha —6 < x < 6.

Nevezs miatti kikotés: 2 — /6 — [x] # 0, amibdl /6 — [z] # 2.
Mindkét oldal nemnegativ, igy négyzetre emelhetiink.

6 — |z| # 4.

Ebbdl |x| # 2, azaz © # £2.

Miutan megtettiik a kikotéseket, meg kell keresniink azt a halmazt,
melynek elemei mindegyik kikotésnek eleget tesznek. Ehhez csoporto-
sftsuk a kikotéseket.

Lehetnek olyan kikotések, amelyek alulrol korlatozzak x értékét. Most
két ilyen kikotésiink van, egyrészt 9 < x, méasrészt —6 < x. Ki kell
valasztanunk ezek koziil az erésebbet, amelynek teljesiilése maga utan
vonja a masik teljestilését is. Most a —5 < x az erGsebb, hiszen ha ez

teljestil akkor teljesiil az —6 < x kikotés is.
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Lehet olyan kikotés, ami feliilrél korlatozza x értékét. Ilyen most csak
egy van, x < 6. Ha tobb ilyen kikotésiink lenne, akkor természetesen
itt is ki kellene valasztanunk a legerésebbet.

Valamint lehet kizaro kikotés. Ilyen most az x # +2.

Ezek utan mér egyenlGtlenségekkel konnyd megadni a fiiggvény értel-
mezési tartomanyét.

9
Annak kell teljesiilni, hogy —3 <z <6és xF 2.

Ugyanez intervallumként felirva a kovetkezs:
9
Dy = (306 \ (21

. Feladat: Hatarozzuk meg a valos szdmok legh6vebb részhalmazat, me-

245
arccos
lyen az f(z) = 17—\/# hozzarendelési utasitasu fiiggvény értel-

mezhetd!

Megoldas: A feladat nagyon hasonlit az elézére. Tegyiik meg a sziik-
séges kikotésket.

2x +5 <

Az arccos miatti kikotés: —1 < <1.

Ebbsl —7 < 2x 4+ 5 < 7 kovetkezik,
majd —12 < 2z < 2,
s végill a —6 < z < 1 egyenl6tlenséget kapjuk.
7
A négyzetgyok miatti kikotés: 2x + 7 > 0, amibdl x > —3 kovetkezik.

Nevez6 miatti kikotés: 1 — +/2x + 7 # 0, amibdl /2x + 7 # 1 kévetke-
zik. Mindkét oldal nem negativ, igy négyzetre emelés utan 2x + 7 # 1
kovetkezik, amibdl x # —3.

Két olyan kikotésiink van, ami alurél korlatozza x értékét. FEzek a
7
—6 < x és —3 < x egyenl6tlenségek. Koziililk a masodik az erGsebb,

7
tehat a —3 < zx feltételnek kell teljesiilni.

Feliilrsl csak az x < 1 feltétel korlatozza x-et.
Valamint van egy kizaré feltételiink is, x # —3.

Ezekbdl a figgvény értelmezési tartomanya a kovetkezd:
7
Dy = |-3.1| \ (-3

. Feladat: Tekintsiik az f(z) = 2 + 42 + 4 fiiggvényt. Sziikitsiik le a
fliggvényt minél tdgabb halmazra tgy, hogy a lesztikités kdlcsonosen
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8. abra. f(z) = 22 + 4x + 4 és annak lesztikitése

egyértelmi legyen. Hatarozzuk meg ezen lesziikitett fliggvény inverzét.
Adjuk meg az inverz értelmezési tartoméanyat és értékkészletét is!

Megoldas: Ha a valos szamok halmazan értelmezziik a fiiggvényt, ak-
kor nem kolcsonosen egyértelmd, hisz példaul f(—3) = (=3)2 +4 -
(=3)+4=1¢ f(-1) = (-1)2+4-(-1) + 4 = 1, azaz léteznek
olyan kiilonbo6z6 értékei z-nek, amelyekre ugyanazt az értéket veszi fel
a fliggvény, s ezért lesziikités nélkiil nem invertalhato.

A megfelels lesziikités megkereséséhez abrazoljuk a fliggvényt, elStte
azonban alakitsuk at a hozzérendelési utasitasat. Konnyen felismer-
hets, hogy f(x) = 2? + 4z + 4 = (z + 2)2.

Ebbdl lathato, hogy a fiiggvény grafikonja egy olyan parabola, melyet
az x? fiiggvény grafikonjabol z tengellyel parhuzamos, negativ iranyi,
2 egységgel torténd eltolassal kapunk.

Az is lathato az abrardl, hogy ha lesztikitjiik a fiiggvényt az = > —2
halmazra, akkor ezen lesziikitésen a fliggvény szigortian monoton névs
lesz, tehat kolcsondsen egyértelmid. (Lényegében csak a parabola felét
vessziik.) Ennél kevésbé nem sziikithetiink a fiiggvényen, mert akkor
méar lennének a grafikonnak olyan pontjai, melyek azonos magassag-
ban helyezkednének el, ami azt jelenti, a fliggvény nem kolcsondsen
egyértelmd. Egy megfelel§ lesziikités tehat a kovetkezd:

g(x) =2? +4z +4 és Dy = [-2,00)

Ezen g fiiggvénynek hatarozzuk meg az inverzét.

Ehhez irjunk a g(z) helyére a hozzarendelési utasitasban y-t.
y=a’+4x+4

Ezutan cseréljiik fel x és y szerepét.
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9. abra. A g~!(z) = /7 — 2 inverz fiiggvény

r=y>+4y+4
A kapott egyenletet oldjuk meg y-ra.
A jobb oldalt alakitsuk &t.

r=(y+2)°

Mivel a lesziikitett fliggvény értelmezési tartoméanya lesz az inverz ér-
tékkészlete, igy tudjuk y > —2. Ebbdl kovetkezGen y 4+ 2 > 0, tehét
ha mindkét oldalbdl gy6kdt vonunk, nincs sziikség abszolut értékre. A
kovetkezst kapjuk:

VvV =y + 2, amibdl
y=vr -2

A g inverzének hozzérendelési utasitasa tehéat az alabbi:

9 (z) =V -2
A négyzetgyok miatt ez a fliggvény csak a nem negativ szamokon van

értelmezve, igy

Dy = [0,00).

Mar kordbban emlitettiik, hogy az inverz értékkészlete a g fiiggvény
értelmezési tartoméanya, tehat

Ry =[-2,00)
Ha abrazoljuk a ¢g~'(z) = /x — 2 inverz fiiggvényt, akkor mindez a
grafikonrdl is leolvashato.

. Feladat: Tekintsiik az f(x) = 3sin <;:) + 2 fliggvényt. Sziikitsiik le

a fliggvényt minél tagabb halmazra gy, hogy a lesztikités kdlcsonosen
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10. abra. f(x) = 3sin (;) + 2 és annak lesztkitése

egyértelmi legyen. Hatarozzuk meg ezen lesziikitett fliggvény inverzét.
Adjuk meg az inverz értelmezési tartoméanyat és értékkészletét is!

Megoldas: A feladat az el6z6héz hasonld. Ott sokat segitett a fligg-
vény grafikonja, ezért célszertinek tiinik most is abrat késziteni.

A sin fiiggvény grafikonjabol kaphatjuk meg f grafikonjat linerais transz-
forméciokkal. Mivel a sin mogdtt nem « all, hanem —, ezért x tengellyel
parhuzamosan kétszeresre kell nytjtani a fliiggvény grafikonjat. A 3-as
szorzO a sin el6tt azt jelenti, hogy y tengellyel parhuzamosan hirom-

szorosra kell nyijtani a grafikont. Végiil a +2 miatt y tengellyel pér-
huzamosan, pozitiv irdnyban, 2-vel el kell tolni a grafikont.

Jol lathato, hogy a minden valos szamra értelmezett fliggvény nem
kolesonosen egyértelmii, ezért nem invertalhato. Ha azonban a [—, 7]
intervallumra leszikitjiik a fliggvényt, akkor egy szigortian monoton
novekvd fiiggvényt kapunk. Ez kdlcsonosen egyértelmi, igy mar inver-
talhato. Ennél szélesebb intervallumon azonban mar nem kolcsondsen
egyértelmd a fiiggvény.

Egy megfeleld lesziikités igy a kdvetkezs:
g(x) = 3sin <;> +2¢és Dy =[—m, 7.
Ezen g fliggvénynek hatarozzuk meg az inverzét.

Ehhez irjunk a g(z) helyére a hozzarendelési utasitasban y-t.

yzBsin(ﬁ) +2

Ezutan cseréljiik fel x és y szerepét.

43



(Y
= = 2
T 381n(2>+

Majd fejezziik ki y-t az egyenletbsl. A rendezés elsé két 1épése egyszerti.
Vonjunk ki mindkét oldalbol 2-t, majd osszunk 3-mal. Igy a kovetkezét
kapjuk:

m_2—sin(y>
3 2

Mivel az y a sin fliggvény argumentuméban szerepel, ezért mindkét
oldalnak vessziik az arcsin-at.

L x—2 . < . <y>)
arcsin = arcsin ( sin | =
3 2

Ez azért jo, mert igy a jobb oldalon arcsin és sin all egymas utan
egy Osszetett fliggvényben, melyek egymés inverzei, s altalanosan igaz,
hogy f~1(f(x)) = z, ha x eleme azon lesz(ikités értelmezési tartoma-
nyanak, melyen az f-et invertaljuk. Ezért egy ilyen Gsszetett fliggvény
egyszeriien az argumentummal egyenls. Altalanossagban is azt mond-
hatjuk, hogy ha egy egyenletben egy fiiggvény mogott all az ismeretlen,
akkor az egyenlet mindkét oldalan vessziik a fiiggvény inverzét. Igy el-
tlintethtd a fliggvény, és az ismeretlen kifejezhetd.

Az egyenletiink ezutan a kévetkezd alakot oOlti.
r—2 vy

2
Mér csak 2-vel kell szoroznunk az egyenletet.

arcsin

T
2arcsin

=Y
A g fliggvény inverze tehat a kdvetkezd:
-2

g~ () = 2arcsin

Hatéarozzuk meg ezen fliggvény legb&vebb értelmezési tartoméanyat.

-2
Az arcsin miatti kikotés: —1 < xT <1

Rendezés utan a kovetkezst kapjuk:
—1<z <5
A g7 !(x) fiiggvény értelmezési tartoméanya tehéit a kovetkezs:

Dy1 =[-1,5].

Az abrarol leolvashatd, hogy ez az eredeti fiiggvény értékkészlete.
Mivel az invertalas soran felcserélédik az értelmezési tartoméany és az
értékkészlet, igy g~ '(z) értékkészlete megegyezik a g(x) értelmezési
tartoméanyéval. Ennek kévetkeztében R,-1 = [, 7].

Ha abrazoljuk a g~ '(x) = 9arcsin inverz fliggvényt, akkor mindez

a grafikonrol is leolvashato.

44



2 0 2 3 B
X

11. abra. A g~ !(z) = 9arcsin

inverz fliggvény

Ezen fiiggvény grafikonjat, az arcsin fliggvény grafikonjabol kaphatjuk
meg lineris transzforméciokkal.

Megjegyzés: Az utolso két feladat abréin jol latszik, hogy az eredeti és
az inverz fliggvény grafikonja egymas tilirkorképe az y = x egyenlet
egyenesre nézve.
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. Feladat: Hatarozzuk meg az a,, =

Szamsorozatok

Alapfeladatok

3n? +Tn

T sorozat hatarértékét, ha
n

létezik.

Megoldas: Mivel egy tort hatarértéke a kérdés, ezért vizsgaljuk meg
el6szor, hogy létezik-e hatarértéke a szamlalonak, és nevezének. Ha
igen, akkor egyszertien venniink kell a két hatarérték hanyadosat.

Nyilvanvalé, hogy nh_)ngo (3n? 4 Tn) = oo, hiszen két olyan tag Gsszegé-
r6l van szd, melyek mindegyike végtelenhez tart. A szamlélonak tehat
nincs hatarértéke.

Hasonlot mondhatunk a nevezérdl is, lim- (5n2 +4) = co. A nevezdének
sincs tehat hatarértéke.

Az eddigieket roviden ugy fogalmazhatjuk meg, hogy a meghataro-
&8 .
zand6 hatarérték — tipusi. Az ilyen tipust hatéarértékek esetében

00

barmilyen valés szdm, s6t végtelen is lehet az eredmény, ezért az ilyen

tipust kritikusnak, vagy hatarozatlannak nevezziik. Ilyenkor atalakit-

juk a sorozatot megadé kifejezést tigy, hogy mér ne legyen kritikus
00

tipusi. A — tipust hatéarértékek esetében altalaban célszeri egysze-
00

riisiteni Ggy a tortet, hogy a nevezé mar ne tartson végtelenhez. Ezt
gy érhetjiik el, ha a nevezs leggyorsabban novekvs tagjaval egysze-
risitiink.

Jelen esetben az n? novekszik leggyorsabban a nevezében, igy célszert

ezzel egyszertisiteni a tortet.

7
m2+7n . 3t
im ——— = lim
n—oo Hn2 4+ 4 n—o00 4
S+ —
n
Az atalakitott tort mar nem kritikus tipusi, mert a szamléléban allo
7 . 4 ooovéges
—, s anevezGben levé — mindegyike tipust, igy 0-hoz tartanak,
a konstansok hatarértéke pedig 6nmaga a konstans.
7
3+ 340 3
Ebbl kovetkezgen lim — b = S0 — 2.
n—00 5+0 5
o+ —
n
. 2n° — 4 P
. Feladat: Hatérozzuk meg az a, = ——— sorozat hatarértékét, ha
™=+ 9n

létezik.
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00
Megoldas: Az el6z6 feladathoz hasonléan, most is egy — tipust ha-
00

tarérték a kérdés. Ismét célszertd n’-tel egyszertsiteni a tortet, mert ez
a leggyorsabban novekvé tag a nevezében.

4 9 . .
A szémlaloban all6 —, és a nevez6ben levé — mindegyike 0-hoz tart,
n n

hiszen tipusiak.

Viszont a szamlaléban most ezen kiviil nem csak egy konstans maradt,
hanem 2n. Ez nyilvan végtelenhez tart, s igy a hatarérték a kovetkezd:

4

I 2n_ﬁ_oojt()_oo_
n oo 9 " 7+0 7 ™
(R *

A sorozat tehat nem konvergens, nincs hatarértéke.

6n+5

sorozat hatarértékét, ha
2n3 — 9n

. Feladat: Hatarozzuk meg az a,, =
létezik.
00
Megoldas: A kérdéses hatarérték ismét — tipusi, de most a nevezs-
00

ben n3 névekszik a leggyorsabban, igy ezzel célszerti egyszertisiteni.

6 n )

6 4

g OS5 n? T nd
n—oo 2n3 — On, n—00 9
Cn?

véges

6 5 9
Tudjuk, hogy — — 0, — — 0 é&s — — 0, mert mindegyik
n n

n
tipusii. Ebbél kévetkezSen a hatarérték a kovetkezd:

6+5
.02 $_0+0_9_
nh—>n<§o _3_2_0_2_0'
n2

V3nt+n

sorozat hatarértékét, ha
™2 —6

. Feladat: Hatarozzuk meg az a,, =
létezik.

Megoldas: A szamléloban a gyok alatti kifejezés nyilvan végtelenhez
tart, s ebbdl kovetkezGen az egész gyokos kifejezés is végtelenhez tart,
s igy a tort megint % tipust.

A nevezében n? novekszik a leggyorsabban, igy ezzel célszerd egysze-

riisiteni. A szamlalé osztasanal figyeljiink oda! Gyokos kifejezés osz-
tasa esetén, a gyok alatt mar az oszté négyzetével kell osztani. Tehat

47



ha n?-tel egyszerisitiink, akkor a szamlaloban a gyok alatt n*-nel kell
osztanunk.

1
 Bnita . \3t .3
lim —— = lim
n—=oo Tn2 —6 n—00 6
Cn?

1 6
Mivel — — 0 és — — 0, ezért a hatarérték a kovetkezo:
n n

T
ST V3T0_ V3
-0 7

3" -5
4+ 9

. Feladat: Hatarozzuk meg az a, = sorozat hatarértékét, ha

létezik.

Megoldas: Mivel 3" és 4" mindegyike végtelenhez tart, {gy megint egy
00

— tipust hatéarérték a kérdés. Ismét egy megfelel§ egyszertsités segit

00
rajtunk. Jelen esetben 4"-nel célszerii egyszertsiteni a tortet.

3" 5

n 2
lim3 5:11mu
T

A szamlaloban lev elsd tort szamlalojaban és nevez§jében megegyezik
a kitevd, igy ezt irhatjuk egyetlen tort hatvanyaként is.

3 5 () -2
v \3)

3 n
A szamlaloban allo () — 0, mert lim a"™ = 0, ha a olyan valds
4 n—00

9
szam, melyre —1 < a < 1 teljesiil. Ugyancsak 0-hoz tart az ™ és a =
is, hiszen ezek veees tipusaak.

00
Ezek felhasznélaséval a hatarérték a kovetkezd:
<3>"53
i A A 070
1+ 1
23n 4 5
. Feladat: Hatarozzuk meg az a, = 3 sorozat hatarértékét, ha

létezik.
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Megoldas: Feladatunk nagyon hasonlit az el6zére, nyilvan most is egy
& tipustt hatarértékkel allunk szemben. Kicsi valtozas az el6z6hoz
I?gpest, hogy most nem csak n fordul el§ a kitevGben, hanem 3n is.
Jobb lenne azonban, ha mindeniitt, csak n szerepelne. Hasznaljuk fel
a hatvanyozas azonossagai koziil a kdvetkezot:

abe — (ab)"’
Ebbdl kovetkezden: 25" = (23)" = 8.
Ezutan a kovetkezdt irhatjuk:

23n + 57 ) |" 4 5

m ————— =
n—o0 8N 4 3N

= 11m
n—oo 8N | 3n

Igy mar egyértelmii, hogy 8™-nel célszert egyszertisiteni a tortet.

5
8" 4 5N ) 1+ 87

im =1l -
1+

|n

A szamlaloban és nevezGben levs kicsi torteket irhatjuk egyetlen tort
hatvanyaként is.

n 5\ "
BLtS o = i (3>"
8n 8
n n
Mivel le -] =0,és 1Lm 3) = 0 , hiszen mindkét esetben a™
n o n o

tipusi kifejezés hatarértékérdl van szo, ahol teljesiil, hogy —1 < a < 1,
ezért mar meghatarozhaté az eredeti tort hatarértéke is.

5 n
”(s) 140

RN (3)" “T1v0 *
1+
8
32n _
. Feladat: Hatarozzuk meg az a, = ——— sorozat hatarértékét, ha

létezik.

Megoldas: A hatarérték nyilvan s tipusd, és a tort jellege hasonlo az

el6z6 feladatban szereplééhez, igy haladjunk ugyantigy mint az elébb.

Els6 lépésként alakitsuk at a 327-t, irjuk inkabb (32)n = 9" formaban.
32" —6 . 9" -6

noo TH A nihoo 70 4 47

Ezutan 7™-nel egyszertsitsiik a tortet.
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9" 6

9" —6 . 7 7n
im = lim +—»—
n—o0 7N 4 4n n—00 4
1+
7n

Ahol a szamlaloban és a nevezSben azonos kitevs szerepel, ott irjuk
inkdbb a toért hatvanyat.

<9>" 6
I 7 T
im

n—oo 4 n
1 _
* (7)

Ezutan vizsgaljuk kiilon a szerepld kicsi tortek hatarértékét!
véges

6
lim — = 0 mert

tipust.
n—oo TN p

4 n
lim () = 0, mert a” tipusu, ahol —1 < a < 1.

n—oo \ 7
9 n
Viszont lim <> = 0o, mert a’ tipusu, de itt a > 1.
n—oo \ 7
FEzen részletek alapjan az eredeti hatarérték a kovetkezé:

9\ " 6
7) 1 c0o—0

lim =

n—00 1_}_(3)" 140

A sorozat tehat nem konvergens, nincs hatarértéke.

. Feladat: Hatarozzuk meg az a,, = v/n + 1 — y/n sorozat hatarértékét,
ha létezik.

Megoldas: Most nem tort hatarértéke a kérdés, hanem egy kiilonb-
ségé. Nyilvanvalo, hogy v/n+ 1 és y/n mindegyike végtelenhez tart,
amit agy is mondhatunk, hogy egy oo — oo tipust hatarérték a kérdés.
Az ilyen tipusu hatarértékek ugyantugy kritikusak, mint a e tipusa
hatarértékek. Most atalakitasi lehet&ségnek a gyoktelenités k%élkozik,
amit a kozépiskolai tanulmanyok soran altalaban nevezében alkalmaz-
tunk. Az volt a lényege, hogy két gyokos kifejezés kiilonbségét bovi-
tettiik ugyanazon két gyokos kifejezés osszegével. (Két gyokos kifejezés
Osszegét pedig a kiilonbségiikkel bévitettiik, de ez most nem érdekes
szamunkra.) Mindezt formulakkal a kovetkez6 modon irhatjuk:
Va-Vh(a+vh)  a-b

_ _
va- Vb= Va+ Vb CVa+ Vb

Alkalmazzuk most ezt a hatarértékiink meghatarozasara.

. . (Wn+1—yn)(Vn+1+/n)
nlinéo(V”Jrl_‘/ﬁ):y}LHc}o N/ =
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10.

. (n+1)—n . 1

lim —F—— = lim ——

A szamlaloban mar csak egy konstans all, igy elég a nevez6t vizsgal-
nunk. A megoldas elején mar emlitettiik, hogy v/n + 1 és /n minde-
gyike végtelenhez tart. A nevez6ben most ezeknek nem kiilonbsége,
hanem Osszege all, igy ez nem kritikus. Két végtelenhez tarto kifeje-
zés Osszege nyilvanvaléan maga is végtelenhez tart. Konyhanyelven ezt
gy mondhatjuk réviden, hogy oo+ 0o = 0o. A tortiink nevez§je tehat

. . . . .., véges
végtelenhez tart, ami azt jelenti, a tort

tipust, s igy hatarértéke
0, azaz
1

lim ——=0

n—oo\/n+1+/n

Feladat: Hatarozzuk meg az a,, = v/3n + 5—+/3n — 2 sorozat hatarér-
tékét, ha létezik.

Megoldas: A feladat nagyon hasonlit az el6zdre, két végtelenhez tarto
kifejezés kiilonbségével allunk szemben. Hasznéljuk a gyoktelenitést,
mint az el6z6 feladatban.

Tim (VBr+5-vBn-2) =

— lim (V3n+5—+/3n—-2)(v/3n+5+V3n —2) _

n—00 V3n+5+3n -2

(Bn+5)—(3n—2) . 7

= lim = lim

n—=0\/3n+5++13n—2 n=e\Bn+5+4++3n—2
Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a gyoktelenités utén a kifejezéseket
zardjelbe kell tenni, mert minden ’hosszi’ miveleti jel egyben zardjel
is. A 3n + 5 esetében nincs jelentGsége ennek a zardjelnek, mert a
kifejezés el6tt semmilyen szorzé vagy elGjel nem all. Viszont a 3n — 2
esetén mar fontos a zardjel, hiszen elGtte negativ elGjel van.

A széamlaloban mar csak egy konstans all, ezért elég a nevezdt vizs-
galnunk. Mivel v/3n + 5 és v/3n — 2 mindegyike végtelenhez tart, ezért

Osszegiik is végtelenhez tart. Amint az el6z6 feladatban, agy most is
véges

tipust tortet kaptunk, aminek hatarértéke 0, azaz

7
li =
nho0 V3n+5++/3n—2

egy

0.

n+3
n

n
Feladat: Hatarozzuk meg az a,, = ( ) sorozat hatarértékét, ha
létezik.

Megoldas: Most egy hatvany hatérértéke a kérdés, ezért kiilon meg-
vizsgaljuk az alapot és a kitevSt, hogy hova tartanak. A kitevs az
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egyszeriibb, nyilvan végtelenhez tart. Az alap egy tort, amelynek szam-
laloja és nevezdje is végtelenhez tart. Ilyen tortekkel foglalkoztunk az
els§ feladatokban, s amint kidertilt, ilyenkor célszerii egyszerfisiteni.
Most n-nel egyszertisitsiink.

3

1+ 2
lim 23— n::mn(1+3)
n

n—o0 mn n—oo n—oo

véges

3
Mivel — egy tipust tort, ezért 0-hoz tart, s ebbdl kévetkezGen:
n

(.¢]

lim <1 + 3> =1

n—00 n

Az eddigieket ugy fogalmazhatjuk meg, hogy a feladatban egy 1
tipustt hatarérték a kérdés. Az ilyen tipust hatarértékek kritikusak,
ezért at kell alakitanunk Gket a hatarérték meghatarozasahoz. Amint
az el6bb lathattuk, az alap nem csak egyetlen tortként irhaté, hanem
felbonthatd 1 és egy tort dsszegére az alabbi mdédon:

n+3 3
=142,
n

Hasznaljuk ezt fel.

. n—+3\" . 3\"
lim = lim (1+ —
n—00 n n—o0 n

FEzzel 1ényegében készen is vagyunk, hiszen tudjuk,

k n
lim (1 + ) = k.
n—00 n

Most a k szerepét a 3 t6lti be a kifejezésben, ebbdl kévetkezden:

3 n
lim <1 + > = e
n—00 n
Megjegyzés: A megoldéas soran felhasznaltuk, hogy az alap nem csak
egyetlen tortként irhatd, hanem felbonthato6 egy Osszegre. Fzt az alakot
most egyszertsités utan kaptuk meg, de ez nem mindig jarhato tut.
Viszont ha egy tort szamlalojaban Gsszeg, vagy kiillonbség all, akkor az
mindig felbonthatd két tort Osszegére, illetve kiilonbségére ugy, hogy
a nevezdvel kilon osztjuk a szamlald tagjait. Ebben a feladatban a
kovetkez6t jelenti ez:
n+3 n 3

n n o n
Természetesen az elsd tortet egyszertisitjiik, igy kapjuk a mar korabban
felirt alakot.

n 3 3

— 4 - =14+

n o n n

A kés6bbiekben az ilyen atalakitasi modot még tobbszor fogjuk hasz-
nélni.
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11.

12.

om—+6
5n —1

Sn—1
Feladat: Hatarozzuk meg az a,, = < > sorozat hatarértékét,
ha létezik.

Megoldas: Mivel hatvanyrol van szo, vizsgaljuk meg kiilon az alap és
a kitevg hatarértékét. A kitevd nyilvan co-hez tart.

Az alapot egyszertisitsiik n-nel.

6
. sn+6 . Ot 540
lim = lim = " =1
n—oo hn — 7%%&)5__1 5-0
n

A feladatban szerepls hatvany tehat 1°° tipusu. Alakitsuk at az alapot
az el6z6 feladat megoldasanak végén levé megjegyzésben leirtak sze-
rint, azonban az egyetlen tort két tortre darabolasa el6tt a szamlalot
bontsuk két tagra ugy, hogy az egyik tag a nevezdvel egyezzen meg.
Igy a felbontas utan az elsé tort egyszertsithetd lesz, és éppen 1-gyel
lesz egyenld.
Sn+6 (bn—1)+7 bHn-—1 7 7

= = + =1+
on —1 5n — 1 on—1  bHn-—1 on —1

Irjuk ebben a formaban a hatarértékben az alapot.
5n 4+ 6 bn—1 7 bn—1
lim ( ) = lim (1 + )
n—oo \ 5n — 1 n—00 on —1
k

Az el6z6 feladatban méar hivatkoztunk arra, hogy le <1 + k) =e".
n—00 n

Most lényegében ilyen tipusi kifejezés hatarértéke a kérdés, csak annyi
a kiilonbség, hogy n szerepét az 5n — 1 vette at. Ez a kifejezés keriilt
mindeniitt n helyére. Azt is megtehetjiik, hogy bevezetiink egy jellést
ezen kifejezésre, példaul legyen t = dn—1, és igy irjuk fel a hatarértéket.
Mivel n — oo esetén (5n — 1) —» oo, ezért a hatarértékben ¢ — oo
fog Aallni.

5n—1 7 t
g (15 0g) =g (1)
n

Ez lathatéan csak mas bettivel van irva, mint a lim <1 + —) ha-
n—00 n

tarérték, valamint a k szerepét most a 7 tolti be. Ezek alapjan az
eredmény:

7 t
lim <1 + ) =e’.
t—o00 t

Feladat: Hatarozzuk meg az a,, = <
ha létezik.

In+1
dn+ 3

4n+3
> sorozat hatarértékét,

Megoldas: Egy hatvanyrol van szo, tehét vizsgaljuk meg kiilon az alap
és a kitevs hatarértékét. A kitevs nyilvan oo-hez tart.
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4.2.

. Feladat: Vizsgaljuk meg az a,, = T

Az alapot egyszertisitsiik n-nel.

1
Cdn4+1 Ao g0
A s T Al T T g L
" 44 =
n

A feladatban szerepls hatvany tehat 1°° tipust. Alakitsuk at az alapot
az el6z6 feladatban leirtak mintajara. A szamlalot bontsuk két tagra
gy, hogy az egyik tag a nevezdével egyezzen meg, majd a tortet bontsuk
két tortre, és egyszertsitsiink.

dn+1  (4n+3)—2 4n+3 2 _1 2
dn+3  4n+3  4n+3 4n+3 4n+3
Irjuk ebben a formaban a hatarértékben az alapot.

) dn +1 4n+3 ) 2 4n+3
i <4n+3> = %% (1 - 4n+3>
n

k
Ismét j6 lenne hivatkozni arra, hogy li_>m (1 + ) = eF, de most
n—00 n

eltérés van egy elGjelben. Ezért a tort el6tti negativ elGjelet vigyiik a
tort szamlalojaba.

9 4n+3 -9 4n—+3
li 1-— =1 1

n

Most mar formailag teljesen olyan, mint a lim (1 + — ] hatarérték,
n—oo n

csak annyi a kiilonbség, hogy n szerepét a 4n+3 vette at. Ez a kifejezés
keriilt a nevezSben és a kitevSben is n helyére. Bevezethetjiik a t =
4n 4 3 jelolést, majd felirhatjuk t-vel a hatarértéket. Mivel n — oo
esetén (4n + 3) — o0, ezért a hatarértékben ¢ — oo fog allni.

-9 4n+3 -9 t
i (14 pg) = (14 )

n
Ez lathatdéan csak mas bettivel van irva, mint a lim (1 + —) ha-
n—00 n

tarérték, valamint a k szerepét most a —2 tolti be. Ezek alapjan az
eredmény:

—9\?¢
lim <1 + > =e 2,
t—00 t
Osszetett feladatok

sorozatot monotonitas szem-

in — 3
pontjabol! Ha korlatos a sorozat, adjuk meg a legnagyobb als6 és a

legkisebb fels6 korlatot! Hatarozzuk meg a sorozat hatarértékét, és ad-
junk meg € = 10~2-hoz kiiszobindexet!
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Megoldas: Egy sorozat vizsgalata monotonitas szempontjabol azt je-
lenti, hogy novekedés, cstkkenés szempontjabol vizsgaljuk a sorozatot.
Ezt legegyszertibben talan ugy hatjhatjuk végre, ha Gsszehasonlitjuk
a sorozat két szomszédos elemét, hogy melyikiik nagyobb. Felhivjuk
azonban a figyelmet arra, hogy nem két konkrét elemet kell 6sszeha-
sonlitani, hanem altaldnossdgban két szomszédos elemet. Ha példaul
Osszehasonlitjuk ai-et és ao-t, akkor az még semmit nem jelent a na-
gyobb indext elemkre nézve. Ezért az 6sszehasonlitést altaldnosan kell
elvégezni a, és any1 kozott. Célszerd venni a két szomszédos elem kii-
16nbségét, és annak elGjelét vizsgalni. Ha példaul az a,41 — a, kiilonb-
ség minden n € IN esetén pozitiv, akkor a sorozat szigortian monoton
né, amit Ggy is mondhatunk, hogy két elem koziil mindig a nagyobb
index( a nagyobb.

Ennyi magyarizat utan térjiink ra a konkrét sorozat vizsgélatara. El-

s6ként irjuk fel a sorozat n + l-edik elemét. Ezt tgy kapjuk, hogy a

5 7
sorozatot megadd a, = 4n + 3 kifejezésben az n helyére n + 1-et he-

lyettesitiink.

_5n+1)47
= Y+ 1) -3
Természetesen ezt célszerd egyszertibb alakban irni, felbontani a zaro6-
jeleket, és Gsszevonni.
5n+1)+7 n+5+7 5n+12
4n+1)—3 4n+4-3  4dn+1
Ezutan vegyiik a szomszédos elemek kiilonbségét.
Sn+12 bn+7
dn+1  4n-—3
Hozzunk koz0s nevezdre, majd a szdmlaléban bontsuk fel a zarojeleket
és vonjunk Ossze.
5n+12 5n+7  (5n+412)(4n —3) — (5n + 7)(4n + 1)
An+1 4n—3 (4n + 1)(4n — 3)
(20m? — 15n + 48n — 36) — (20n% + 5n + 28n + 7)

(An+1)(4n — 3)

(20n2 + 33n — 36) — (20n2 4 33n + 7) —43

Ap+1 =

n4+1 — Ap =

an41—0an =

(An+1)(4n — 3) (4n+1)(4n — 3)
Amint lathato, a szamlaloban csak egy konstans maradt, mely most
épp negativ. A nevezs biztosan pozitiv, mert a 4n+1 és 4n—3 tényezk
pozitivak, hiszenn € IN, azazn = 1,2,3 - - -. Ezért a tort értéke minden
n € IN esetén negativ lesz.

Ez pontosan azt jelenti, hogy an4+1 — ay < 0 minden n € IN esetén,
azaz
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an+1 < an minden n € IN esetén.

A sorozat tehat szigoriian monoton csdkken, hiszen két elem koziil min-
dig a kisebb indexii a nagyobb.

Ezutan hatarozzuk meg a sorozat hatarértékét. Ehhez egyszertsitsiink
n-nel.

7
_ Sn4+7 . Ot L 540 5
JLI%o4n_3—n1L“éo4_§—m—1—1-25
n

Ezutan foglalkozzunk a korlatossaggal.

Mivel a sorozat szigortian monoton csokken, ezért feliilrl biztosan kor-
latos, hiszen az els§ eleme a legnagyobb, a tobbi annal biztosan kisebb.
Ez egyben azt is jelenti, hogy a sorozat legkisebb fels6 korlatja az
els6 elem. A legkisebb fels§ korlatot gyakran K-val jelolik, igy most
K — a — 5-1+7
ST =3
egyetlen eleme sem nagyobb néla. Ennél kisebb fels§ korlat azonban
nincs, hiszen a; a 12-nél kisebb szamok barmelyikénél nagyobb.

= 12. Ez a szam fels6 korlat, hiszen a sorozat

Alulrdl is korlatos, mert ha monoton csokken és van hatéarértéke, akkor
a hatarérték egyben also korlat is. Gondoljuk at, ha lenne a sorozatnak
a hatarértéknél kisebb eleme, akkor az annal nagyobb indext elemek a
szigortian monoton csokkenés miatt még kisebbek kellene, hogy legye-
nek. Ekkor azonban a sorozat mar tavolodna a hatarértéktsl az index
névekedésével, ami ellentmondés. A legnagyobb alsé korlétot gyakran

k-val jelolik, igy ezen sorozatnal k = 7 Ennél nagyobb szam azért
nem alsé korlat, mert a hatarértéket a sorozat elemei minden haté-

5
ron til megkozelitik, igy barmely —-nél nagyobb szam esetén létezik a

sorozatnak olyan eleme, ami kisebb néla.

Még kiiszobindexet kell szamolnunk a megadott ¢ = 1072 értékhez.
Ez azt jelenti, hogy olyan természetes szamot kell meghataroznunk,
amelynél nagyobb indext elemei a sorozatnak e-nal kevesebbel térnek
el a hatarértéktsl. Fogalmazzuk meg ezt matematikai jelekkel is. Nyil-
van egyenlGtlenséget kell felirnunk, s ezen egyenlGtlenség megoldaséval
kapunk majd kiiszobszamot. A szovegnek megfelels egyenlGtlenség a
kovetkezs:

lim a, —a,| < =.
n—oo

Az abszolut értékre azért van sziikség, mert a hatarérték és a,, kiilénb-
sége lehet negativ is, de a kett§ eltérése viszont nem. Két szam eltérése
a kiilonbségiik abszolut értéke.

Helyettesitsiik be ezen altaldnosan felirt egyenlGtlenségbe a feladatban
szerepld adatokat.

o6



’5_5n+7 10-2

4 4n—3 ~ 100
Oldjuk meg az egyenlGtlenséget. Els6 1épésként hozzunk kézos nevezére
az abszolut értéken beliil, és a kapott tort szamlalojaban és nevezGjében
végezzik el a miveleteket.

5(4n —3) —4(5n +7) 1
4(4n — 3) ’ 100
20n — 15 — 20n — 28 1
16n — 12 ‘ <100
—43 1
16n—12| = 100

Most vizsgaljuk meg az abszolit értéken belil allo tortet. Szamlaloja
negativ, nevez§je biztosan pozitiv, mert n € IN, azaz n = 1,2,3---.
Egy negativ szdm abszolut értéke egyenld a szdm —1-szeresével, azaz
—43 | 7). —-43 43
16n — 12 = 16n —12  16n — 12
Ezt irhatjuk tehat az egyenl&tlenségbe, s igy elhagyhatjuk az abszolit
értéket.
43 1
16n — 12 = 100
FEzutan rendezziik n-re az egyenlStlenséget.

4300 < 16n — 12

4312 < 16n

4312 960 5
Azt kaptuk tehat, hogy ha a sorozatnak olyan elemét vessziik, mely-
nek indexe nagyobb mint 269.5 akkor az elem biztosan kézelebb lesz
a hatéarértékhez 0.01-nal. Ez azt jelenti, hogy ¢ = 10~2-hoz tartozo
kiisz6bszam a 269, és minden ennél nagyobb szam. Ha a legkisebb kii-

szObszam meghatarozasa a feladat, akkor az jelen esetben a 269.

jelen esetben

Megjegyzés: Szamoljuk ki a sorozat 269. és 270. elemét.

5-269+7
=227 T~ 196001
a269 1.260 — 3 600186
5-270+7
= =~1925990814
@270 = 070 — 3

Amint lathato, a 269. elem, még 0.01-nal tébbel tér el a hatarértéktsl,
de a 270. elem mar 0.01-néal kevesebbel. A 269. elem a legnagyobb
indext olyan elem, mely 0.01-nal tobbel tér el a hatarértéktsl.

1—9n

on —4
pontjabol! Ha korlatos a sorozat, adjuk meg a legnagyobb als6 és a

sorozatot monotonitas szem-

. Feladat: Vizsgaljuk meg az a,, =
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legkisebb felss korlatot! Hatarozzuk meg a sorozat hatarértékét, és ad-
junk meg ¢ = 10~3-hoz kiiszobindexet!

Megoldas: A feladat ugyanolyan, mint az el6z8, igy hasznéaljuk min-
tanak annak megoldasat.

A monotonitas vizsgalatahoz vegyiik két szomszédos elem kiilonbségét,
és hatarozzuk meg annak elGjelét.

1-9n+1) 1-9n —-8—-9n 1—9n
Ap+1 — Qn = = -

5n+1)—4 5n—-4 5n+1 5n—4
(-8 —=9n)(5n —4) — (1 —=9n)(5bn+1)

(5n+1)(5n —4)
(—40n + 32 — 45n% + 36n) — (5n + 1 — 45n2 — 9n)

(5n+1)(5n —4)
(32 — 4n — 45n?) — (1 — 4n — 45n?) 31

(5n+1)(bn —4) (5n+1)(bn —4)
Olyan tortet kaptunk, melynek szamlaloja és nevezGje is pozitiv min-
den n € IN esetén, igy maga a tort is pozitiv. Most tehat a,41—a, > 0,
azaz pt+1 > Ay, S €z az egyenlStlenség minden n € IV esetén teljesiil.
Ebbdl kovetkezben a sorozat szigortian monoton nd.

Hatéarozzuk meg a hatarértéket.

1
- =9
. 1—-9n . n 0-9 9
L S e e
n
Mivel a sorozat szigortan monoton nd, ezért az elsé elem most a leg-
1-9-1
nagyobb alsé korlat lesz, azaz k = a1 = 514 —8, a hatarérték

pedig a legkisebb fels§ korlat, azaz K = lim a, = ——.
n—00 5

Végiil hatarozzunk meg ¢ = 10~3-hoz kiiszbindexet.
Ehhez az alabbi egyenl6tlenségbdl indulunk el.

lim a, — an’ <e.
n—oo

Ebbe behelyettesitjiik a feladat adatait.
1-— 1
) 9”‘ <1073

5 bn—4 ~ 1000
(=9)(5n —4) — 5(1 — 9n) 1
5(5n —4) 1000
31 ‘ 1
<

25n — 20 1000
Most vizsgaljuk meg az abszolit értéken belil allo tortet. Szamlaloja
is, nevez@je is pozitiv, minden n € IN, azaz n = 1,2,3--- esetén.
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Egy pozitiv szdm abszolut értéke egyenlé magaval a szammal, igy az
abszolut érték most egyszertien elhagyhato.

Ezutén az egyenlétlenség a kovetkezs:
31 1
< .
25n —20 1000
Rendezziik ezt n-re.

31000 < 25n — 20

31020 < 25n

31020
—— =1240.8
n > 25

Az egyenlGtlenség megoldasat lefelé kerekitve mar kiiszobszamot ka-
punk, azaz 1240 mar kiiszobszam, de minden ennél nagyobb termé-
szetes szam is kiiszobszam. Az 1240 a legkisebb & = 10™3-hoz tartozo
kiiszobszam.

v2n4 — 3n
Vin3 + 8

. Feladat: Hatarozzuk meg az a,, = sorozat hatarértékét,

ha létezik.

Megoldas: Nyilvanvald, hogy a szamlalo is és a nevezd is végtelenhez
00
tart, azaz egy — tipusu hatarérték a kérdés. Az alapfeladatokban ilyen

esetben egyszertisitettiink a tortet. Most a kiilonb6z6 gyokok miatt
nehézkes lenne az egyszertsités, ezért haladjunk egy kicsit méasképp. A
szamléloban és a nevez6ben is emeljiik ki a gyok alatt a leggyorsabban
novekvd részt.

n*(2—- —
o V2nt =3n . n3
lim — = lim Y—/———

n—00 ,/5n3+8 n—00 3<5+ 8)
n JE—

1Lm = le 3
n (o) n o0
n3(5+83> \/TL3 5+ 3
n
Bontsuk fel ezutan a tortet két tort szorzatara
3 3
3 4 3 7 3 .
, n 2 3 VLYY n3
hﬁm 3 = hﬁ\m = 3
n o0 n (oo}
Vi3 5+ = s+
n n

A masodik tort hatarértékének meghatarozasa konnytd, mert a gyokok
alatti tortek 0-hoz tartanak. Foglakozzunk ezért csak az els§ torttel.
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Mivel a szdmlaléban és a nevezGben csupan n egy hatvinya all vala-
milyen gyok alatt, igy tortkitevés hatvanyokat irhatunk inkabb.

3
N \/ n3 n#/3 V2 n3
lim n =1 .
n—o0 n3 n—oo n3/2 8
54> 54—
n n

A két hatvany hanyadosat egyetlen hatvanyként is irhatjuk.

/ 3 3
4/3 /2 — -3 /2 — -3
lim 2 n° _ lim n(4/3-2/3). _
n—00 n3/2 8 n—00 8
54— 54 —
n n

A kitev6ben végezziik el a kivonast.

3[2_7 32_3
lim ’I’L4/3 2/3) . n = lim n 1/6).783

n—00 ~ n—oo

5 —l— — ) —l—
FEzutan hatarozzuk meg az els6 tényezd hatarerteket. Tudjuk, hogy n
negativ kitevGs hatvanyai 0-hoz tartanak, ha n tart a végtelenbe, igy
az els6 tényez6 0-hoz tart.

Ezek alapjan az eredeti hatarérték a kévetkezd:

U - 3
lim n(-1/6). n3 2- =0

—
n— 00 5_'_7 5+

O

)

Megjegyzés: A megoldas soran emlitettiik, hogy n negativ kitevGs hat-
vanyai 0-hoz tartanak. Felvetédik a kérdés, mi a hatarérték, egyéb ese-
tekben. Ezt roviden az aldbbi moédon tudjuk leirni:

o0, haa>0
li_)mn“: 1, haa=0 .
e 0, haa <0

A pozitiv kitevss hatvanyok tehat végtelenhez, a negativ kitevGsek pe-
dig 0-hoz tartanak. Ha pedig 0 a kitevs, akkor 1 a hatarérték.
9n+1 + 5n72

. Feladat: Hatarozzuk meg az a, = 7ni2 3T sorozat hatarértékét,
ha létezik.

Megoldas: A hatarérték nyilvan i tipusa. Hasonl6 feladattal talél-

00
koztunk méar az alapfeladatok kozott. Hasznaljuk a hatvanyozas azo-
nossagait, és érjiik el, hogy mindeniitt csak n alljon kitevében.

1 1
gn+l | -2 9.9" 4+ — . 5" 9.9" 4 — .57
m e = lim 215 = lim —2‘;’
n—o0 7 +3 ”_“’049_771_‘_%.32” n_>°°49,7n+§,9n
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Ezutan egyszertsitsiink 9™-nel.

1 1 5" 1 5\"

9.9" 4 — . 5" 94+ — . 9+-<)
lim —+ 25 = lim 7+ 20 9 _ Yim _2 \9/
n—oo 1 n—o0 ™ 1 n—00 \" 1
497 4 - - 9" 49 - — + = 49- (=) +5
3 9 3 9 3

5 n
A részleteket vizsgalva azt latjuk, hogy lim <> = 0, valamint
n—oo \ 9
n—oo

7 n
lim <9> = 0, hiszen mindketts a™ tipusd, ahol —1 < a < 1.

Ebbdl pedig mar az egész tort hatarértéke is meghatarozhato.

1 5\" 1
9+'(> 9+ —-0

lim — 29 N7 25 oy
"7 49 <7)n+ L w9041
9 3 3

. Feladat: Hatarozzuk meg az a, = v/3n + 4—+/2n — 1 sorozat hatarér-
tékét, ha létezik.
Megoldas: A hatéarérték nyilvan most oo — oo tipusi. Az alapfelada-

tok kozott ehhez hasonléval is taldlkoztunk. Az ottani megoldasban
ismertetett modon indulhatunk, azaz gyoktelenitiink.

nhﬁnrolo (\/371—1—4— V2n — 1) =
(V3n+4—+2n—-1)(v/3n+4++2n—1)

nhoo Bntd+v2n -1

Bn+4)—(2n—-1) ) n+5

im
n—o00 \/3n +4++2n—1 n=o0\3n+4++2n—1

Az alapfeladatoknal ennyi elég is volt a hatarérték meghatarozasahoz,

mert ott a gyoktelenités utan mar csak egy konstans maradt a szam-

véges
laloban, igy b tipust kaptunk, ami nem kritikus. Most azonban
o .., 00
a szamlaloban szerepel az n, igy az végtelenhez tart, s igy a tort —
00
tipusd, ami kritikus.

Emeljiink ki a szamlaloban és a nevezében /n-et, majd egyszertsit-
stink vele.

n 5
. n+5 L ﬁ(ﬁ+\/ﬁ) -
lim = lim =
n—oo\/Bn4+4++2n—1 no 4 1
Vi3 2 -

n
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n
Mivel n = (y/n)? ezért a — atalakithato.

vn

SI®
B

Ezutan a hatarérték az alabbi alakot oOlti:
n 5 5
it VY

= 1 I n 1 1
n oo\/3++\/2_ n oo\/3++\/2_
n n n n

A részletek hatarértékét vizsgalva azt mondhatjuk, hogy az Gsszes kicsi
éges

vé
tort 0-hoz tart, hiszen tipusi. A \/n pedig végtelenhez tart.

Ebbdl a hatarérték:

5
vt 5 40

lim = 0.

n 00\/3++\/2_ V3+0+v2-0
n

n
A sorozat tehat nem konvergens, nincs hatarértéke.

. Feladat: Hatéarozzuk meg az a, = V4n2?+ 3n — v/4n2 — 5 sorozat
hatarértékét, ha létezik.

Megoldas: A hatarérték nyilvan most is oo — oo tipusi, és gyoktele-
nitéssel kezdhetiink hozzé a feladat megoldasahoz.

lim (\/4712 +3n — V4n2 — 5) =
n—oo
(V4n? + 3n — V/4n2? — 5)(v/4n2 + 3n + V4n? — 5)

n—00 Van2 4+ 3n +v4n?2 — 5
(4n? + 3n) — (4n? — 5) . 3n+5

im = lim

n—00 \/4n2 + 3n 4+ V/4n2 — 5 n—=0 \/An2 + 3n + V/4An2 — 5

A gyoOktelenités utan — tipusu tortet kaptunk, igy egyszertisitéssel
00

célszerti probalkozni. Mivel a nevezdben a gyok alatt n? is el6fordul,
ezért most vVn? = n emelhetd ki, és utdna ezzel egyszerisithetiink.

3 5
. 3n+5 . " +ﬁ
lim = lim =
n=00 \/4n2 + 3n + V4n2 — 5

n{ 4+ 4[4 =
n n

312
= lim n

\/4++\/ -
n n

A kifejezésben szerepld Osszes kicsi tort 0-hoz tart, mert mindegyik
véges

tipust. Ebbdl kévetkezSen a hatarérték az alabbi:
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5

- 3+ B 340 3 3
n=co 4+3+\/ 5 VA+04+V/4—-0 242 4
- -3
n n

3n+4
3n+ 2

Sn—1
. Feladat: Hatarozzuk meg az a,, = ( ) sorozat hatarértékeét,
ha 1étezik.
Megoldas: Elsként vizsgaljuk meg az alap és a kitev§ hatarértékét.
A kitevs nyilvan végtelenhez tart. Az alapot egyszertsitsiik n-nel.

4

3n+4 . 3+ﬁ
3+

n

Amint lathato, 1°° tipusi a hatarérték.

Alakitsuk at az alapot gy, ahogyan azt az alapfeladatoknal tettiik
ehhez hasonlo esetben. Bontsuk fel a szamlalot két tagra ugy, hogy
az egyik tag a nevezs legyen, majd a tortet daraboljuk két tortre, és
egyszertsitsiink.

_(3n+4\"1 (Bn42)+ 2\
lim = lim [ ————— =
n—oo \ 3n + 2 n—00 3n + 2

3In 42 9 5n—1 5n—1
= lim ( + ) = lim (1 + )
n—oo\3n+2 3n+2 n—o0 3n+2

Ha a kitevGben is 3n+ 2 allna mint a nevezében, akkor készen lennénk.
Lényegében ilyen esettel talalkoztunk az alapfeladatok kézott. Most jo
lenne elérni azt, hogy megjelenjen a kitevében a 3n+2. Ez megoldhato,
ha a kitev6ben szorzunk is és osztunk is 3n + 2-vel, azaz bévitjiik a
kitevét.

3n+2

2 \5n-1 2\ 353
lim <1 + > = lim <1 + >
n—oo 3n+2 n—00 3n+2

A kitev6ben csoportositsuk at a tényezdket.
1

9\ Gni2) i
lim <1 + >
Ha kitev6ben szorzat all, akkor az ismételt hatvanyozésként is irhato.

5n—1
2) 3n+2\ 3n+2
lim (1 + )
n—00 3n—+2

Ezutan kilon vizsgalhatjuk zardjelen beliili hatvany, és a kitevében
allo tort hatarértékét.

) 3n+2
Az alapfeladatoknél ismertetett okb6l lim <1 + ) =2
n—oo 3In + 2

A kitevs esetében pedig n-nel egyszertisitve kapjuk a hatarértéket.
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sn—1 . ST 5
nlg;:h1472 ::nlg% 2 ::§
3+ —
n
Ezutan az eredeti hatarérték a kovetkezd:
5n—1
9 3n+2 #—&-2 9 5 5. D 10
1 pr— 3 p— "3 P— 3
s (14 5.53) ()= =e.

6n —1
6n+4

2n+7
. Feladat: Hatarozzuk meg az a,, = < > sorozat hatarértékét,

ha létezik.

Megoldas: ElsSként vizsgaljuk meg az alap és a kitevs hatarértékét.
A kitevs nyilvan végtelenhez tart. Az alapot egyszertsitsiik n-nel.

1
6— —

6n —1
im = lim n—1
n—oo 6m, + 4 n—éa>6 4

Amint lathato, a hatarérték 1°° tipusu.

Alakitsuk 4t az alapot ugy, ahogyan azt az el6z6 feladatnal tettiik.

_ (bn—1\*T  (6n4+4)—5\"""
lim = lim ( ————— =
n—oo \ 6n + 4 n—o00 on +4

6n 44 5 2n—"7 5 2n—"7
= lim < — ) = lim (1 — ) =
WS \6n+4  6n+d nooo \" 6+ 4

-5 2n—17
=1 1
im ( + 6n+4>

Megint az a gondunk, hogy a kitev6ben nem ugyanaz all, mint a neve-
z6ben. Az el6z6 feladat megoldasdhoz hasonldéan bévitsiik a kitevét.

—5 2n—T —5 (2n—7)- %
lim <1 + > = lim (1 + >
n—00 6n +4 n—00 6n +4
A kitev6ben csoportositsuk at a tényezdket.
N ==
lim <1 + )
n—00 on +4

Ha kitev6ben szorzat all, akkor az ismételt hatvanyozésként is irhatoé.

2n—"7
_5 \6n+4) 6nid
lim (1 + )
n—00 6n +4

Ezutan kilon vizsgalhatjuk zardjelen beliili hatvany, és a kitevében
allo tort hatarértékét.

-5 6n+4
Az alapfeladatoknal ismertetett okbél lim (1 + ) =e0.
n—00 6n +4
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A kitevs esetében pedig n-nel egyszertisitve kapjuk a hatarértéket.

7
m-7 . 27, 2 1
nlg;(h14-4 ::nlg; 4 ::67::5
6 +
n
Ezutan az eredeti hatarérték a kovetkezd:

2n—7

_5 \6n+4) 6ntd 1 1 5
Jb%<(1+6n+4> (7)3 =5 =es.
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5.1.

. Feladat: Hatarozzuk meg az f(z) =

. Feladat: Hatarozzuk meg az f(z) =

Figgvények hatarértéke, folytonossaga

Alapfeladatok

223 — 4x

523+ 9
a végtelenben és a minusz végtelenben!

fliggvény hatarértékét

Megoldas: Vizsgaljuk elgszor végtelenben a hatarértéket. Nyilvanvalo,
00

hogy a szamlalo is és a nevezs is végetelenhez tart, igy — tipust a ha-
. 00

tarérték. Ugyanigy jarhatunk el, mint a sorozatok esetében, tehat egy-

szer(sitjiik a tortet a nevezd leggyorsabban végtelenhez tart6 részével.

Ez jelen esetben az z3.
4
2% —dp 273
im ——— = lim
z—oo Hp3 +9 T—00 9
bt 3
x
4 9 . . . L
A—Sésa 3 mindegyike 0-hoz tart, hiszen tipustak.
x
Ennek kovetkeztében az eredeti hatarérték:
4
9_ =
2 — 2
liy 4 = 5 8 ~5
T—00
54— 0T
x

Kérdés ezutan, hogy mennyit valtozik a helyzet, ha nem végtelenben,
hanem minusz végtelenben vizsgaljuk a hatarértéket. Ekkor a szamlalé
és a nevezd nyilvin minusz végtelenhez tartanak, hiszen a x negativ,

—00
akkor 22 is negativ. A hatarérték tehat most —— tipusii. Ez azonban a
—00

megoldas tovabbi 1épésit nem befolyasolja. Ugyanazt az egyszertsitést
hajthatjuk végre, mint az elbb, s utana ugyanazok a részek fognak
0-hoz tartani. Ennek koévetkeztében ugyanazt a hatarértéket kapjuk a
minusz végtelenben is.

4
2% —4z . 273 2-0 2
im ——— = lim = ==
z——oco Hxr3 +9 T——00 9 54+0 5
S5+ —
T

Ennek a figgvénynek tehat a végtelenben és a minusz végtelenben
ugyanaz a szam a hatarértéke.

ox + 6

2x2 + 3z
a végtelenben és a minusz végtelenben!

fliggvény hatarértékét

00
Megoldas: Ha x — oo, akkor nyilvan — tipustu a hatarérték. Most
00

egyszertisitsiink x?-tel.
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5 6
T 2

. or — 6 : T
LR TR
2+ -

x

5 6 3
Most harom részlet is 0-hoz tart, az —, a — ¢és a —. Ebbdl kévetkezGen
x x

a fliggvény hatarértéke:

5 6

z 22 _0-0_
x

Ha minusz végtelenben vizsgéljuk a fiiggvényt, akkor csak annyi a val-

0

—00
tozéas, hogy a hatarérték —— tipusa. (A szamlaloban z minusz vég-
00

telenhez tart, de mivel a nevezében x? &ll, igy az végtelenhez tart.) A
megoldas egyébként ugyanigy torténik, tehat az aldbbiakat irhatjuk:

5_6
fim 220 oy a2 070,
T——00 21’2 + 3x T——00 2 + § 2 —|— 0

Ennek a fiiggvénynek is megegyezik a végtelenben és a minusz végte-
lenben a hatarértéke.

322 +9
figgvény hatarértékét a
4o+ 7 seveny

. Feladat: Hatarozzuk meg az f(z) =
végtelenben és a minusz végtelenben!
Megoldas: Ha végtelenben vizsgaljuk a fiiggvényt, akkor nyilvan i

00

tipust a hatarérték. Most x-szel célszeri egyszertisiteni.

9

31;2_’_9 3x+ —

im 1 7zli_>mr1 7‘77
r—o0 4x + T—»00 44 L
x

9 7
A szémlaloban allo6 —, és nevezdében levé — a 0-hoz tart. A szamléloéban

x x
a 3z végtelenhez tart. Ebbdl kivetkezen a fiiggvény hatarértéke:

3 9
lim x+;:oo+0:

x
A fiiggvénynek tehat nincs hatarértéke a végtelenben.

00
A minusz végtelenben vizsgalva a fliggvényt —— tipust a hatarérték.
—00
Ez a megoldas 1épéseit nem befolyasolja, tehat egyszertsitiink z-szel.
9

11m = 11m
x——o00 dx + 7 T——00

44—
x
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9 7
A szamlaloban 4ll6 —, és nevezdében levé — most is a 0-hoz tart. Viszont

x x
a szamlaloban a 3x most a minusz végtelenhez tart. Ebbdl kévetkezGen
a hatarérték:

330—&-2
lim x:_oo+0:—oo
x

A fiiggvénynek tehat minusz végtelenben sincs hatarértéke.

Ennek a a fiiggvénynek nincs hatarértéke sem a végtelenben, sem a
minusz végtelenben, és nem azonos médon divergens a két helyen.

. Feladat: Hatarozzuk meg az f(z) = 2z +3 — /22 — 1 fiiggvény
hatarértékét a végtelenben.

Megoldas: A hatarérték nyilvanvaléan oo — oo tipusi. Hasonl6 felada-
tokkal méar taladlkoztunk a sorozatoknal. Jarjunk el ugyanigy, mint ott,
azaz gyoktelenitsiink.

xli_}ngo(\/2x+3—\/2x—l):

~ lm (V22 +3—2r—1)(V2r +3+ 2z —1)

ey \/2x+3+\/2x—1 B
(2z+3)—(2zx—-1) 4

= lim = 1m
100 22 +3++12x —1 220020 +3+ 22 -1
A szamlaloban mar csak egy konstans all, mig a nevezd a végtelenhez

véges
tart, tehat &

tipust a hatarérték. Ennek kovetkeztében:

) 4
A V2o +34+2r -1
Megjegyzés: Ennek a fliggvénynek a hatarértékérdl nincs értelme be-
szélni a minusz végtelenben, hiszen a fiiggvény nincs értelmezve a mi-
nusz végtelen ’kornyezetében’.

0

_9\7®

. Feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = (x) fliggvény hatarértékét
x

a végtelenben és a minusz végtelenben.

Megoldas: Vizsgaljuk elgszor végtelenben a fliggvényt. Sorozatoknél
taldlkoztunk hasonlé feladattal, s ahogyan ott tettiik, gy most is be-
lathato, hogy 1°° tipusi a hatarérték. Alakitsuk at a hatvany alapjaban
lev§ tortet. Bontsuk két tort Gsszegére, s az elsd tortet egyszertsitsiik.

. z—2\7* . z  2\* . 2\ * . —2\*
lim =lim(-—-—-) =lm (1—-—)] = lim (1+ —
T—00 T T—00 \ I T T—00 T T—00 T

x
Mivel tudjuk, hogy ILm (1 + =) =eF, ezért mar készen is vagyunk,
T—00 T

hiszen most csak annyi a kiilonbség, hogy k szerepét a —2 tolti be.
Ennek kovetkeztében:
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_9\®
lim <1 + ) = e 2
T—00 €T

A kérdés ezutén, mi valtozik, ha nem végtelenben, hanem minusz vég-
telenben vizsgaljuk a fiiggvényt. Ekkor a hatarérték tipusa 1-°°. Ez is
kritikus, akarcsak az 1°°. Az atalakitas lépései azonasak azzal, amikor
végtelenben vizsgaljuk a hatarértéket.

. x—2\* . r  2\" . 2\ %
lim = lim (-——) = lim (1——-) =
_9\®
= lim (1 + )
T——00 T
k: €T
Az is igaz, hogy lim (1 + > = ¢*. Ennek kovetkeztében:
T——00 T

_2 x
lim (1+> = e 2

T——00 T

Ennek a fliggvénynek tehat a végtelenben és a minusz végtelenben azo-
nos a hatarértéke.
2
Tt +4r+3 ..
5— flggvény hatarérté-

(z—1)

. Feladat: Hatarozzuk meg az f(z) =
két x — 2 és © — 1 esetén!

Megoldas: A fiiggvénynek most nem valamelyik végtelenben kell meg-
hataroznunk a hatarértékét, hanem véges helyen. Ilyenkor, ha az adott
hely eleme az értelmezési tartomanynak, és a fliggvényt folytonos fligg-
vényekbdl allitottuk el6 miiveletekkel, akkor egyszertien csak be kell
helyettesiteniink a fiiggvénybe. Ennek kovetkeztében:

¥ +4r+3 224+4.2+43 15
lim = = —
=2 (z—1)2 (2-1)2 1
Erdekesebb a helyzet, amikor £ — 1. Az 1 nem eleme a fiiggvény
értelmezési tartomanyéanak, hiszen a nevezében ekor 0 allna. Ez azt je-
lenti, hogy a nevezének létezik hatarértéke ha x — 1, és az 0. Ugyanez
masképp irva:

. o 2: o 2:
il_}ml(x 1)*=(1-1)*=0.

=15.

A szamlalonak is létezik hatarértéke, és azt megint egyszert behelyet-
tesitéssel kapjuk.

lim(2? +42+3)=12+4-1+3=38
z—1

Olyan tort hatarértéke tehat a kérdés, amelynek szamlaloja egy nem
zérus szamhoz, nevezGje pedig 0-hoz tart.

: 0
Ezt ugy is mondhatjuk, hogy a hatarérték tipusa w.
Gondoljunk bele, ha egy véges értéket, mely nem zérus, 0-hoz egyre
kozelebbi értékkel osztunk, akkor a tort abszolut értéke egyre nagyobb
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lesz, s ez azt jelenti, hogy valamelyik végtelenhez tart ekkor a fiiggvény.
Fontos szerep jut ilyenkor az elGjeleknek, mert azok dontik el, hogy
melyik végtelenhez tart a fliggvény. A szamlald pozitiv értékhez tart,
tehat annak elGjele 4+. A nevez§ is biztosan pozitivan kézeledik a 0-
hoz, hiszen ott valaminek a négyzete all. Ezt Ggy is mondhatnank,
hogy ha x kozel van az 1-hez, akkor a nevez§ kozel van a 0-hoz, és
pozitiv értéket vesz fel. Mivel mind a szamlald, mind a nevezd pozitiv,
igy a tort is pozitiv, ezért a hatarérték a +oo lesz. (A pozitiv elGjelet
csak azért tettiik ki, hogy jobban hangsilyozzuk, melyik végtelenrdl
van sz6.) Masképp ezt ugy is irhatjuk, hogy

lim M = o0, mert a hatarérték +veges
z—1  (x — 1)2

azt, hogy a nevezd pozitivan kozeledik a 0-hoz.

tipusu. Itt a +0 jeloli

22 +4x+3

. Feladat: Hatarozzuk meg az f(z) = 5
22 —

fliggvény hatarérté-
két az x¢g = 1 helyen balrél és jobbrol!

Megoldas: Az xg = 1 helyen nem értelmezhetd a fliggvény, mert ott
a nevezs zérus lenne. A nevezd tehat itt 0-hoz tart.

lim(z2 -1)=12-1=0

z—1

Igy a hatarérték egyszert behelyettesitéssel nem kaphat6 meg.

A szamlalo hatarértéke a kévetkezd:

lim(2? + 42 +3)=12+4-1+3 =8.

z—1

véges # 0
5 .

Abban van a kiilénbség, hogy most a nevezd elGjele nem egyértelmiien

pozitiv, mint az el6bb. Ezért is kell kiilon vizsgalnunk balrél és jobbrol
a fliggvényt.

A hatéarérték tipusa tehat olyan, mint az el6z6 feladatban, azaz

Ha z balrol tart 1-hez, azaz = < 1, akkor 22 — 1 < 0, tehat a nevezd
+véges

negativ. Ekkor a hatarérték tipusd, igy a hatarérték —oo lesz.
Jeldlésben:

. 22 +4x +3
z—1-0 x4 —1

Ha z jobbrol tart 1-hez, azaz x > 1, akkor 22 — 1 > 0, tehat a nevezd

pozitiv. Ekkor a hatarérték veges tipust, igy a hatarérték +oo lesz.
Jelolésben:

. 22 +4x+3

lim ——— = +o0.

z>1+0 22 —1
Enek a fliggvénynek az xg = 1 helyen balrol és jobbrél sincs hatarér-
téke, s a két oldalon nem ugyantgy divergens.
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8. Feladat: Hatarozzuk meg az f(x) =

24 3
roArts fiiggvény hatarérté-
x?—1

két az zo = 1 helyen balrél és jobbrol!

Megoldas: Az xy = 1 helyen nem értelmezhetd a fiiggvény. A nevezé
hatarértéke itt:

lim(22 —1)=12-1=0.
rz—1
A szamlalo hatarértéke:

lim(2? —42+3)=12-4-14+3=0
z—1

0 ;
Jelen esetben egy — tipust hatarértékiink van. Ez kritikus tipus. At
kell alakitanunk a tortet a hatarérték meghatarozasahoz.
Az eddigiekben kideriilt, hogy a szamléloban és nevezében allo poli-
nomnak is zérushelye az 1. Ez azt jelenti, mindkettd szorzatta bonthato

gy, hogy a szorzat egyik tényezGje x — 1. A szorzatok masik tényezdje
ezutan mar konnyen meghatarozhato.

A szamlalo: 22 — 4z +3 = (x — 1)(z — 3).
A nevezs: 22 — 1= (z —1)(z + 1).
Irjuk be ezeket a tortbe.

Egyszertsitsiik a tortet.

lim (x —1)(z—3) _ imx—?:

a—1 (z—1)(z+1) 2o1z+4+1

Ebbe a tortbe mar behelyettesithets az 1, igy megkapjuk a hatarérté-
ket.

m = — e — = —1
i—»lx+1 1+1 2
) .o tg3r
. Feladat: Hatarozzuk meg a lim hatarértéket!
z—0 Hx

Megoldas: Behelyettesitéssel vizsgaljuk meg, hova tart a szamlalo és
a nevezd.

lim tg3x =tg(3-0) =tg0 =0
z—0
limbz=5-0=0

z—0

0
Mindkettd 0-hoz tart, igy 0 tipust a hatarérték. Alakitsuk at a fligg-

vényt.

sin 3x
lim tgdz = lim cos3z _ li 1 ) sin 3z
z—0 Hx z—0 Ox z—0 cos 3x 5x
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10.

Mivel liII[l) cos3x = cos(3-0) = cos0 = 1, ezért az elsg tort hatarér-
z—

téke behelyettesitéssel meghatarozhaté. Ezutén elég a masodik torttel

foglalkoznunk.

sin x
=1.

Tudjuk, hogy lir%
r— X

A masodik tort ehhez hasonléva alakithato, csak azt kell elérniink, hogy
a nevezGben ne 5z, hanem 3z alljon. Ezt konnyen elérhetjiik, ha 3-mal
b&vitiink, majd atcsoportositjuk a tényezdket.

1 sin 3x . 1 sindz 3 . 1 sindz 3

im m . im .
z—0 cos 3x 5 z—0 cos 3z 5z 3 x2—0cos3x 3x 5

3. . .
A — kiemelhetd, a szorzat hatarértékét pedig a tényezok hatarértékei-

nek szorzataként kapjuk.

. 1 sin3x 3 3 . 1 . sin3x
lim . -— = —-lim - lim
z—0 cos 3x 3z 5 5 z—=0cosdxr z—0 3z

Amint korabban mar emlitettiik, az els6 tényezd hatarértékét egyszert
behelyettesitésel kapjuk.
1 1

11m = = 1
x—0 cos 3z cos(3-0)

sinzx

A masodik tényezd lényegében megegyezik a ilg[l) . hatéarértékkel,
csak az x szerepét a 3x vette 4t. Mindez kdnnyen leirhaté, ha bevezet-
jik a t = 3z 4j valtozot. Ha « — 0, akkor nyilvan ¢t — 3 -0 = 0.
sin 3x . sint _

lim =lim — =1.
z—0 3z t—0 t

Ezek alapjan az eredeti hatarérték:

1 .
3 lim i SR 3 3
5 z—0cosdxr z—0 3z ) )

4z

Feladat: Hatarozzuk meg a lir% hatarértéket!
Tr—r

Megoldas: Vizsgaljuk meg kiilon a szamlalo és a nevezd hatarértékét.

lim(e® — 1) =et? - 1=e"-1=1-1=0
z—0

lim72=7-0=0
z—0

0
A hatéarérték tehat 0 tipusi.

e =1

— =
Célszertd lenne ehhez hasonlova alakitani a hatarértékiinket. Az lenne
jO, ha a nevében nem 7x allna, hanem 4x. Az el6z6 feladat megoldéasa-
hoz hasonléan, most is b&vitstink, majd csoportositsuk at a tényezdket.

Tudjuk, hogy lir% 1.
T—
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11.

12.

lim = lim - — = lim
z—=0 Tx z—=0 Tz 4 20 4dx

A konstans szorzot emeljiik ki.
1 4 4 i et —1

er -1 etr_1 4 o1 4
7

7T ImT

T

e [—
A hatéarérték ezutan lényegében megegyezik a 111% hatéarérték-

kel, csak x szerepét a 4x vette 4t. Vezessiik be a t = 4x 4j valtozot. Ha
r—0, akkort — 4-0=0.
4 -1 4 el—1

11m = — - 11m
7 z—0 Adx 7 t—=0 t

7 7

22+3, ha z>1
4% ha x<1
Megoldas: A fliggvényt csak azon a helyen kell vizsgalni, ahol meg-
valtozik a hozzarendelés szabélya, azaz a = 1-ben. Ezen kiviil biztosan
folytonos a fiiggvény, mert folytonos fiiggvények szerepelnek a hozzé-
rendelési szabalyban. Akkor lesz folytonos az a = 1 helyen a fliggvény,
ha itt 1étezik jobb és bal oldali hatérértéke, ezek megegyeznek, és egyen-
16k a fliggvény ezen helyen vett helyettesitési értékével.

Feladat: Folytonos-e az alabbi fiiggvény? f(x) = {

Hatarozzuk meg ezt a hdrom értéket. Kezdjiik a fiiggvény helyettesitési
értékével.

f(l)=12+3=4

Hatarozzuk meg a bal oldali hatarértéket. Csak be kell helyettesitentink
a megfelel(’)’ hozzéarendelésbe.
T 2 _ 12 _

Ezutéan nézziik a jobb oldali hatarértéket. Most is csak be kell helyet-
tesiteniink, de természetesen a masik hozzarendelésbe.
lim f(x)= lim 4*=4!=4
z—14+0 z—14+0
Amint lathato, megegyezik a hdrom érték, igy a fliggvény folytonos.

z2+1, ha <2
: - abbi fliggvény? =<6
Feladat: Folytonos-e az alabbi fiiggvény? f(z) S ha 232
x
Megoldas: Az el6z6 feladathoz hasonloan, csak azon a helyen kell
vizsgalnunk a fliggvényt, ahol valtozik a hozzérendelés szabalya, tehat
az a = 2 helyen. Hatarozzuk meg itt a fiiggvény értékét, valamint bal

és jobb oldali hatarértékét.
A helyettesitési érték az a = 2 helyen:
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5.2.

. Feladat: Hatarozzuk meg az f(x) =

A bal oldali hatarérték:
li = li Z+1)=2241=
A /)= g T =2 =5
Mar ezen két érték nem egyezik meg, tehéat a fiiggvény nem folytonos
az a = 2 helyen.

Bar a kérdésre méar vélaszoltunk, mégis hatarozzuk meg a jobb oldali

hatarértéket is.

6 6
Lathato, hogy a helyettesitési érték és a jobb oldali hatarérték meg-
egyezik. A fliggvény tehat jobbrol folytonos az a = 2 helyen is, csak

balrél nem folytonos itt.

Osszetett feladatok

x? —8x + 15

. ' 2?2 —6x+9
tékeit az értelmezési tartomany ’szélein’!

fliggvény hatarér-

Megoldas: Hatarrozzuk meg el§szor az értelmezési tartomanyt. Egyet-
len kikotést kell tenniink, a nevezd nem lehet zérus. Célszertd atalakitani
a tort nevezdjét, mert felismerhets, hogy egy elsfoku kifejezés négyete.

22 —8x + 15 22— 8x + 15
f($)_$2*6£6+9_f(x)_ (l‘*3)2

Ezutan tegyiik meg a kikotést.

(—3)2#0 <= 2-3#0 <= x#3

Dy =R\ {3} = (—00,3)U(3,0)

Az értelmezési tartomanynak tehat a plussz és minusz végtelenben van
széle, valamint a 3-nal. A 3-hoz azonban két iranybdl is lehet kozeledni,

balrél illetve jobbrol, igy itt két hatarértéket kell meghataroznunk. Ez
Osszesen négy hatarérték lesz. Vizsgaljuk elGszoér a 4+oo-ben a fligg-

00
vényt. A hatarérték tipusa mindkét esetben —, igy a%-tel célszerti egy
00

szerlisiteni, mert az né leggyorsabban.
8 15

a2 —8z+15 . 1ot 5 1-0+0
lim ————— = 1m = =1
aotoo 2 —6x +9  z—too 6 9 1-0+4+0
1-—+—
X X

A fliggvény tehat mind a plussz, mind a minusz végtelenben 1-hez tart.
Ezutén vizsgéljuk 3-ban balrél a fliggvényt.
A szamlalo hatarértéke: lim (22 — 8z +15) =32 —-8-3+15=0

rz—3—0

A nevezd hatarértéke: lim (22 —6x+9)=32-6-3+9=0

rz—3—0
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0
A hatarérték tehat — tipust. Most a szamlalot és a nevezdt szorzatta
kell bontanunk. Ez a nevez&ben mar meg is tortént, amikor els6foki
kifjezés négyzeteként irtuk fel. Mivel a szamlalonak is zérushelye a 3,
ezért a szamlaloban is x — 3 lesz az egyik tényezd. A masik tényezd
ezutan mar egyértelm.
22 —8x + 15 = (z — 3)(x — 5)
Irjuk be a szorzatta bontott alakokat, és egyszertsitsiink.
2 —8x+415 —-3)(z—5 -5

Tl S VO | k) S PO

2—>3-0 22 —6x+9 2-3-0 (z—3)2 e3-0x — 3

Most vizsgaljuk meg jra a hatarérték tipusat.

A szamlalo hatéarértéke: lign O(x —5)=3-5=-2
T—3—
A nevez§ hatarértéke: lign O(x -3)=0B-0-3=-0
z—3—
véges # 0

A hatéarérték tehat

melyik végtelenhez tart, a szdmlaloé és a nevezs elejele donti el, hogy
melyik végtelenhez. Mivel most mindketts negativ, igy a tort pozitiv,
azaz +o0o-hez tart balrél a fiiggvény.

zr—>5

tipusu. A fiiggvény ilyen esetben vala-

Ha jobbrol vizsgaljuk a fiiggvényt a 3-ban, akkor ugyanigy alakitjuk
at.

. 2?2 —8x+15 . -5

lim ———— = lim
=340 22 —6x+9  2-3+0x — 3
A szamlalé hatarértéke nyilvan ekkor is —2. Abban van kiilénbség,
hogy més ekkor a nevezs elGjele.

A nevez6 hatérértéke: lim (z —3)=(3+0)—3=+40
z—3+0

Mivel most negativat pozitivval osztunk, igy a tort negativ lesz, s ebbdl
kovetkez6en —oo errdl az oldalrél a hatarérték.

. z—95

lim
z—3+0 x — 3
A fliggvény tehat a 3 helyen egyik oldalrol +oo-hez, masik oldalrol
pedig —oo-hez tart, azaz nincs hatarértéke ezen a helyen. Még csak
azt sem mondhatjuk, hogy +oco-hez, vagy —oo-hez tart ezen a helyen,
hiszen a két oldalon nem ugyanahhoz a végtelenehez tart

= —00

. Feladat: Hatarozzuk meg az f(z) = e'/* fiiggvény hatéarértékeit az
értelmezési tartomény ’szélein’!

Megoldas: Kezdjiik az értelmezési tartomany meghatérozasaval. Mi-
vel a kitevGben egy tort all, ki kell kétniink, hogy a nevezs nem zérus,
azaz = # 0.
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Dy = IR\ {0} = (—00,0) (0, 00)

Az értelmezési tartomanynak tehat a plussz és minusz végtelenben van
széle, valamint a 0-nal. A 0-hoz két iranybdl is lehet kozeledni, balrol
illetve jobbrol, igy itt két hatarértéket kell meghataroznunk. Osszesen
tehat ismét négy hatarérték a kérdés. Vizsgaljuk elGszor a +oco-ben a
fliggvényt. Mivel egy Osszetett fiiggvény hatarértéke a kérdés, ezért ugy
jarhatunk el, hogy el6szor meghatarozzuk a belss fliggvény hatarérté-
két, majd a kiils6 fliggvény hatéarértékét azon a helyen, ahova a belsd
fiiggvény tart. Nézziik tehat a belss fiiggvény hatarértékét.

lim — =0
r—+too

1
Ezutan kévetkezhet a kiilsg fliggvény. Vezessiik be a t = — 4j valtozot.

T

Ha x — +00, akkor nyilvan ¢ — 0. Ennek koévetkeztében:
lim % = lim €.

r—+00 t—0

Ezt a hatarétéket pedig egyszert behelyettesitéssel kapjuk.
lime! = =1
t—0
Ezutan vizsgaljuk a fiiggvényt 0-nal balrol.

1 véges #= 0
A bels6 fiiggvény hatarértéke, lim — = —oo, hiszen egy gi#

z——0 2 0

tipustt hatarértékrél van szo6, ahol a szamlalé pozitiv, a nevez§ pedig
negativ.

1
Legyen ismét ¢ = —. Ha * — —0, akkor nyilvin ¢ — —oo. Ebbdl
x

kovetkezSen:
lim e/ = lim ¢! = 0.
z——0 t——o00

Ez a hatarérték az exponéncialis fiiggvény grafikonjarol leolvashato.

Végil vizsgaljuk a fiiggvényt 0-nal jobbrol.

. . 1 . véges #£ (0

A bels§ fiiggvény hatarértéke, lim — = +oo, hiszen egy g77é
z—+0 T 0

tipust hatarértékrél van sz6, ahol a szamlalo is pozitiv, és a nevez§ is

pozitiv.

1
Legyen most is t = —. Ha # — 40, akkor nyilvan ¢t — +00. Ebbdl
x

kovetkezSen:
t

lim el/% = lim el = .
x——+0 t——+oo

Ez a hatarérték is leolvashat6 az exponéncialis fliggvény grafikonjarol.

2
. Feladat: Hatarozzuk meg a lim v hatéarérétéket, ha

=0 /3 + 22 — /3 — 2x
létezik.
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E

12. abra. Az f(z) = e* fuggvény

Megoldas: Vizsgaljuk meg kiilon a szamlalo, és kiilon a nevezd hatarér-
tékét.
lim2xr=2-0=0

z—0

lim (V3+ 22 —v3-22) = 3+20-v3-2-0=0
T—>

Amint lathato, mindkettd 0-hoz tart, tehat egy g tipust hatarértékkel
van dolgunk.
Mivel a nevez&ben két gyokos kifejezés kiillonbségét latjuk, ezért cél-
szerl gyoktelenitéssel probélkozni.
lim 2z =
20 /3 + 22 — /3 — 2z

22(\/3 + 21 + /3 — 2x)

pr— 1. p—

w50 (V3 1+ 22 — V3 —22)(v3 + 22 + V3 — 22)
. 2¢(V/3+42x +/3—-2x) i 22(V/3 + 2z + /3 — 2x2)
T 250 (3 + 2:8) - (3 - Qx) 250 dx

0
Ha most djra vizsgalndnk a hatarérték tipusat, akkor az nyilvan 0
lenne.
Lathato, hogy 2z-szel tudunk egyszertsiteni.

. 22(V3+2x + /3 —21) V32 +V3 22
lim = lim
z—0 4z r—0 2

Igy a nevében csak egy konstans maradt, tehat nem lehet mar kritikus
a tort, s ezért a hatarérték behelyettesitéssel megkaphato.
. V3+20+V3-20 V3+2.0+v3-2-0_ 2V3
lim = = =3
z—0 2 2 2
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4. Feladat: Hatarozzuk meg a lim

te5
8 ; hatarérétéket, ha l6tezik.
X

z—0 SIn

Megoldas: Vizsgaljuk meg kiilon a szamlalo, és kiilon a nevezd hatér-
értékeét.
lim tgbx =tgh-0=0
z—0
lim sin2z = sin(2-0) =0
z—0
0
Amint lathaté, mindketts 0-hoz tart, tehat egy 0 tipusa hatéarérték a
kérdés.
Az alapfeladatok kozott talalkoztunk mar hasonléval. Alakitsuk at a
fliggvényt annak mintajara, mint akkor.

sin bx
. . . 1 sin bx
lim — = lim M = lim - —
z—0sin2x  =—0 sin2x z—0 cos bxr sin2x

tg dx

Mivel liH(l) cosbhr = cos(5 - 0) = cos0 = 1, ezért az els6 tort hatéarér-
z—

téke behelyettesitéssel meghatarozhatd. Ezutan elég a masodik torttel

foglalkoznunk.

sinx
=1.

Tudjuk, hogy lir%
r— X

A maéasodik tortben a szamlalo is a nevezd is ehhez hasonlova alakithato.
Mindkét helyen béviteniink kell, a szamlaloban 5z-szel, a nevez&ben
pedig 2z-szel.

sin bx 5
1 sin bz . 1 5y T
im - = lim - —
=0 cosbr sin2x 20 cosbr Sin2z o

2x
Bontsuk ezt tovabb tortek szorzatara, és egyszertisitsiink.

sin bx 5 sin bz
- bx

im 1 DT = lim ! ) -52:
z—0 Ccos bx sin 2x o z—0 Ccos bx sin 2x 21

2z 2z

sin bx

1
— lim bz O
=0 coshr sin2x 2
2z

5 . .
Az — kiemelhetd, a szorzat hatérértékét pedig a tényezdk, hatarérté-

keinek szorzataként kapjuk. A masodik tényez&ben levs tort esetében
pedig kiilon hatarozzuk meg a szamlalé és a nevezd hatarértékét.

sin bx sin bz
1 5 5 1
lim -.E’ix'f:f'lim - lim .537 =
z—0 coshr sin2x 2 2 z50cosbx z—0 sin2z
2z 2z
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lim
o 5 1 z—0 Hx
= — . lim . .
2 z50cosbr L. sSin2zx
lim
z—0 2x

Amint korabban mar emlitettiik, az els6 tényezd hatarértékét egyszert
behelyettesitésel kapjuk.
1 1

111 - = 1
z—0 cosbr  cos(5-0)

sin
A masik két hatarérték lényegében megegyezik a 1ir% —— hatéarér-
T— €T
tékkel, csak az = szerepét a Hx, illetve 2z vette at. Mindez kénnyen
leirhatd, ha bevezetjiikk a t = bx és v = 2x 0j valtozokat. Ha x — 0,

akkor nyilvin t — 5-0=0ésu — 2-0=0.

sin bx . sint
lim = lim — = 1.
z—0 DHx t—0 ¢
sin 2x . sinu
im = lim =1.
z—0 21 u—0 U
Fzek alapjan az eredeti hatarérték:
I sin bx
§-lim L 25 S :§.1.1:§
2 -0 cosbhr fim O 2v 2 1 2
im
z—0 2x

490_1

. Feladat: Hatérozzuk meg a lim — hatarérétéket, ha létezik.

z—0 sin 3z
Megoldas: Vizsgaljuk meg kiilon a szamlalo, és kiilon a nevezd hatér-
értékét.

lim(e?* — 1) =e*? -~ 1=0
z—0

lim sin3z = sin(3-0) =0
z—0

: . 0
Amint lathaté, mindketts 0-hoz tart, tehat egy 0 tipusa hatéarérték a
kérdés.

Kordbban méar szerepelt két nevezetes hatarérték, melyekben hasonld

részletek fordulnak el§, mint a feladatunkban. Ezen hatarértékek az
alabbiak.

. sinx
lim =1
z—0 X

et -1
lim
z—0 x

=1

Proébaljunk meg ezekhez hasonlo részeket kialakitani, mert akkor azok-
nak ismert lesz a hataréértéke.

Nagyon j6 lenne, ha az e** — 1 osztva lenne 4z-szel, hiszen akkor lénye-
gében a masodik nevezetes hataréértéket kapnéank, csak = szerepét a
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4x venné at. Elérhetjii, hogy ez megjelenjen, ha a szidmlaloban osztunk
is és szorzunk is 4x-szel.

Hasonl6an jo lenne, ha a nevezében a sin 3x osztva lenne 3x-szel, mert
akkor egy olyan részletiink lenne, mely lényegében az elsé nevezetes
hatarértékkel egyezne meg, csak x szerepét a 3z toltené be. Ezt is
elérhetjiik, ha a nevezst osztjuk is és szorozzuk is 3z-szel.

4x

e —1

4x Az
et —1

lim — = lim 4337

z—0 sin 3z z—0 sin 3z
- 3x

3z

Bontsuk fel ezt két tort szorzatara, majd egyszertsitsiik a masodik
tortet.

e4:p_1 A e430_1 64:2_1
T 4 4
im AL gy 4r Ty, 4w 2
z—0 sin3x 3 r—0 sindx 3z =0 sindx 3
-3z
3x 3z 3x

4
A 3 kiemelhetd, és kiilon vehetjiik a szamlalo és a nevezs hatarértékét.

64:13 -1 i e4w -1
e A4 o0 dr
z—0 sSindx 3 3 . sin3x
lim
3z z—0 3x

A szamléloban vezessiik be t = 4x 0j valtozot, ekkor © — 0 esetén
t— 0.

Ebbél kovetkezGen:
e | et —1
lim = lim =
z—0 4z t—0 ¢

Hasonl6an a nevezében legyen u = 3z. Ha z — 0, akkor u — 0.

Ezek utén:

1

z—=0 3z u—0 U

. Feladat: Vizsgaljuk meg, hol nem folytonos az alabbi fiiggvény!

9 z € R\ {0,£3}

3 — 9z’ ’
fz) = —%, ha x=-3

0, ha z=0

1, ha =3
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Megoldas: A fliggvény nyilvan folytonos az IR \ {0,4+3} halmazon,
hiszen itt hozzérendelési szabalya olyan, hogy folytonos fiiggvényekbdl
allitjuk el muveletekkel. Elég tehat a 0 és +3 helyeken vizsgalni a
fiiggvényt. Mindegyik helyen ki kell szamolni a helyettesitési értéket,
valamint vizsgalni a hatéarértéket balrél, illetve jobbroél, s ahol nem
egyezik meg ez a harom érték, ott nem folytonos a fiiggvény. A ha-
tarértékek meghatarozasahoz célszert egyszertsiteni a fiiggvény hoz-
zarendelési szabalydban szerepl§ tortet.

?—-9  22-9 1
3 -9z z(2?2-9) =z
Vizsgaljuk a fliggvényt elGszor az a = —3 helyen. Mivel az egyszerisités
utani tortbe behelyettesithet6 a —3, igy itt nem kell kiilon balrél és
jobbrol is hatarértéket meghataroznunk, mert a ketts biztosan egyenld,

s ez a fliggvény hatarértéke ezen a helyen.
2 -9 i Lot 1

lim f(z) = lim _

z——3 t—-3 3 — 9z - xiﬂ}g ; - —73 - 3
Ez megegyezik a fiiggyvény értékével ezen a helyen, hisz a fiiggvény

1
meghatarozasa szerint f(—3) = —3 A fiiggvény tehat folytonos az
a = —3 helyen.
Nézziik ezutdn a b = 3 helyen a fliggvényt. Itt sem kell kiilon venni
a két oldalrol a hatarértéket, mert a 3-at is be lehet helyettesiteni az
egyszerisités utan kapott tortbe.

2
z“ -9 1 1
1 e l‘ _— 1' —_——= -
:}"g% f(l‘) xli% x3 — 9z xli\rilS T 3
Ez nem egyezik meg a fliggvény értékével ezen a helyen, hisz f(3) =1
a fliggvény meghatarozasa szerint. A 3 helyen tehat nem folytonos a

fiiggvény.

Végiil vizsgaljuk a ¢ = 0 helyen is a fliggvényt. A 0-t nem lehet behe-
lyettesiteni az egyszertsités uténi tortbe sem, igy itt kiilon kell venni
a bal oldali és jobb oldali hatarértéket.

lim f(z) = 1 =9 B
im0 T AR B 0 T et 0
véges # 0

A hatérérték tipusa ugyanis , s a szamlalo pozitiv a nevezd

pedig negativ.

Mivel nincs balr6l hatarértéke ezen a helyen a fiiggvénynek, igy nem
folytonos ezen a helyen.

A kérdésre méar valaszoltunk, de érdemes azért meghatarozni a jobb
oldali hatéarértéket is.

lim () = 1 -9 i L
xifEU v 7xim+0 (E3—9(E7:ELIEOJZ7 >0



véges # 0

A hatéarérték tipusa ugyanis , s a szamlalo is és a nevezd is

pozitiv.

A fiiggvény tehat két helyen nem folytonos, a 0 és a 3 helyeken.
Megjegyzés: A két szakadas kozott kiilonbség van. A 3 helyen lehetne
olyan értéket adni a fliggvénynek, hogy ott is folytonos legyen, igy ezt
megszlintethetd szakadésnak nevezziik. A 0 helyen azonban barmilyen

értéke is lenne a fiiggvénynek, nem lenne folytonos, igy ez nem meg-
sziintethets szakadéas.
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6.1.

. Feladat: Hatarozzuk meg az f(x) =

A differencialszamitas alapjai és az érinté

Alapfeladatok

. Feladat: Hatérozzuk meg az f(x) = 22 - {/z fiiggvény derivaltjat!

Megoldas: Derivélas el6tt célszerd atalakitani a fiiggvényt. A gyok
helyett irjunk tortkitevés hatvanyt.

f(x) =2%- ¥ = g2 . gl/3
Alkitsuk ezt egyetlen hatvannya.

Ebbdl az alakbol célszertd derivalni, mert igy egy elemi alapfiiggvényt
kell csak derivalnunk. Tudjuk, hogy hatvanyfiiggvény derivaltja a ko-
vetkezd:

(z") =n -2 L
Ennek alapjan a feladatban szerepld fliggvény derivaltja:

fl(x) = (5137/3)’ _ gx(7/3—1) _ g$4/3-

Természetesen alkalmazhattuk volna a szorzatra vonatkozo derivalasi
szabélyt is, de tgy hosszabb lenne a megoldés.

2r 45
vV
Megoldas: Most is célszert atalakitani a fliggvényt a derivélas el6tt. A
tortet bontsuk fel két tort osszegére, majd itt is térjink at tortkitevss

hatvanyra.

2x 4+ 5 2z 5 2z )
f(z) = /T :%‘F%ZW‘FW
A torteket irjuk egyetlen hatvanyként.

2 5
T x

fliggvény derivaltjat!

Ebbdl az alakbol célszertd derivalni. Az Osszeget tagonként derival-
hatjuk, és a konstans szorzok kiemelhetGek. Igy megint hatvanyfiigg-
vényeket kell csak derivalnunk.

f(z) = (23;1/2 + 53;*1/2)/ =92 (:Cl/2>/ +5 (1;*1/2)/ =
1 1 )
—9(= (1/2—1)) <_ (—1/2—1)) — /2 _ Z(=3/2)
(23: +5 5% T 5%

Természetesen alkalmazhattuk volna a tortekre vonatkozo derivalasi
szabalyt is, de tgy hosszabb lenne a megoldés.

3. Feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = 3" - cos x fuggvény derivaltjat!
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Megoldas: Egy szorzatot kell derivalnunk, s most nem tudjuk elkeriilni
a szorzatra vonatkozo (g-h) = ¢'-h+g-h' szabély alkalmazasat. Ebbe
kell most behelyettesitentink.

f(x) = (3% -cosx) = (3%) - cosz + 3% - (cosx) =
=(3%-In3)-cosz+ 3" - (—sinz) =In3-3% - cosx — 3% - sinx

A derivaltbol kiemelhetiink, igy az alabbi lakban is frhaté.

f(x) =3*(In3 - cosx — sinx)

t
. Feladat: Hatarozzuk meg az r(p) = g—;p fliggvény derivaltjat!
¥

Megoldas: Matematikaban a fiiggvényeket sokszor jeloli f, a valtozot
pedig . Most ez nem igy tortént, a fliggvényt r jeloli, a valtozot pedig
. Ez azonban a lényegen semmit sem valtoztat, hogy most egy tortet
kell derivalnunk. Mivel nem tudjuk atalakitéssal kikiiszobdlni a tortet,

! "“h—g-h
igy alkalmaznunk kell a (i) = %

siink be ebbe.
() = (tgsﬁ>’ _ (tgp) - ¢® —tgp- (¥?) _
©? (¢?)?
1
( )-wz—tgw-(%)

cos?

szabalyt. Helyettesit-

(,04

Az eredményen most is alkithatunk. A szamlaloban kiemelhetiink, majd
utana egyszertisiteni lehet.

s0< 902 —2tg¢> ﬂ —2tgyp
COSs* _ CosTp
ot @3

r'(p) =

. Feladat: Hatarozzuk meg az s(t) = sin(2t + 1) fiiggvény derivaltjat!

Megoldas: Most egy Osszetett fliggvény derivalasa a feladat. Ahhoz,
hogy alkalmazhassuk a rajuk vonatkozo,

(go f)(x) = (g f)x)- f'(z)
szabalyt, elGszor el kell donteniink, hogy mi a kiilss, és mi a belsé fiigg-
vény. Errél mér korabban volt sz6. Jelen esetben a kovetkez6t kapjuk:

Kiilsé fiiggvény: g(t) = sint.

Belss fuggveny: f(t) =2t + 1.

A szabaly alkalmazasdhoz mindkettének a derivaltjara sziikségiink van.
g (t) = (sint) = cost

ffit)y=02t+1) =2
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Ezutan helyettesitiink a szabalyba. Célszerti azonban a szabalyt az
Osszetett fiiggvényekre vonatkozo masik jeloléssel felirni. Igy a kovet-
kezG:

(9(f(2))) =g (f(@)) - f'(2).

Ez a feliras formailag jobban tiikrozi azt, ami a feladatok megoldasa
soran torténik. Ebbe helyettesitiink.

s'(t) = (sin(2t + 1)) = (sin)/ (2t + 1) - (2t + 1)’ =
=cos(2t+1)-2=2cos(2t+1)

A szabaly alkalmazéasa formalisan azt jelenti, hogy a kiils6 fiiggvény
derivaltjaban a valtozo helyére a belss fliggvényt helyettesitjiik, majd
ezt még megszorozzuk a belsé fliggvény derivaltjaval.

. Feladat: Hatérozzuk meg az F(s) = cos?(3s) fiiggvény derivaltjat!

Megoldas: Most is Gsszetett fliggvény szerepel, de nem csak két fligg-
vénybdl all a kompozicié. Az ilyen fiiggvényeket nevezziik tobbszoérosen
Osszetett fliggvényeknek. Ilyenkor is az el6z6 feladatban szerepls sza-
balyt hasznalhatjuk. A fiiggvényt felbontjuk kiilsG és belsé fiiggvényre
gy, hogy a kiils6 fliggvény ne legyen Osszetett. Ha a bels6 még az, nem
baj. Ezutan alkalmazzuk a szabalyt. Amikor szorozni kell a belsé fiigg-
vény derivaltjaval, akkor azt Gjra felbontjuk kiilsg és belsS fiiggvényre,
és Gjra hasznéljuk a derivalési szabalyt. A kiils6 fliggvény meghataro-
zésahoz célszeri egy kicsit mas alakban felirni a fiiggvényt.

F(s) = cos?(3s) = (cos(3s))?

Ebbdl az alakbdl jol latszik, hogy a hozzarendelések soraban a négy-
zetre emelés az utols6. Ezért a felbontas a kdvetkezd:

Kiilss fiiggvény: g(s) = s2.

Belss fiiggvény: f(s) = cos(3s).

A kiils6 fiiggvény derivaltja kénnyen meghatarozhato.

g(s) = (s2) =2

Ebbdl elkezdhetjiik felirni az F'(s) fiiggvény derivaltjat. Vessziik a kiilsg
fliggvény derivaltjat, a valtozd helyére a belsd fiiggvényt irjuk, majd
szorzunk a bels6 fliggvény derivaltjaval. A belsd fliggvény derivalasat
egyel6re csak kijeloljiik, s majd kés6bb hajtjuk végre azt.

F'(s) = (cos?(3s))’ = 2cos(3s) - (cos(3s))’

Mivel a belsé fliggvény még Osszetett, ezért derivalasdhoz felbontjuk
kiils6 és belss fiiggvényre.

Kiilss fiiggvény: h(s) = coss.
Belss figgvény: k(s) = 3s.
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Allitsuk el6 ezen két fiiggvény derivaltjat.

B (s) = (coss) = —sins

K (s)=(3s) =3

Ezekbdl felirhatjuk az f(s) = cos(3s) fiiggvény derivaltjat.
f'(s) = (cos(3s)) = —sin(3s) - (3s)) = —sin(3s) - 3 = —3 sin(3s)

Ezzel a részeredménnyel térjiink vissza az eredeti fiiggvény derivaltjé-
hoz.

F'(s) = 2cos(3s) - (cos(3s)) = 2cos(3s) - (—3sin(3s)) =

= —6cos(3s) - sin(3s)

A feladatot ezzel megoldottuk. Szeretnénk azonban megjegyezni, hogy
a derivaltat nagyon sok esetben lehet, és célszerti alakitani. A késSbbi-
ekben a derivaltra azért lesz sziikség, mert bel6le szeretnénk tovabb szé-
molni. Ez annal kénnyebben hajthaté végre, minél egyszertibb alakban
van a derivalt. Jelen esetben példéaul felhasznalhatjuk a kozépiskolabol
ismert sin(2x) = 2sinx - cosz azonossagot. Ennek felhasznalasaval a
derivalt a kovetkez& moédon alakithato:

F'(s) = —6cos(3s) - sin(3s) = —3(2cos(3s) - sin(3s)) =

= —3sin(2 - 3s) = —3sin(6s).

. Feladat: Hatarozzuk meg a h(y) = In(y3) — In® y fiiggvény derivaltjat!

Megoldas: Az nyilvanvald, hogy a kiilonbséget tagonként fogjuk deri-
valni, azaz

K (y) = (In(y*) — In’y)' = (In(y*))’ - (In’y)".

Ezzel két fiiggvény derivalasara bontottuk a feladatot. Mindkettd 6ssze-
tett, igy az el§zd két feladatban alkalmazott szabalyt fogjuk hasznalni.
Foglalkozzunk most csak az elsG résszel, azaz In(y3)-bel.

Kiilss fiiggvény: g(y) = Iny.

Bels§ fiiggvény: f(y) = 3.

Ezek derivaltjai az aldbbiak:

/ — (In /:l
g'(y) = (Iny) ;

f'y) = (¥*) = 3y*
Ezekbdl az els6 rész derivaltja:

1
(n(y*) = 75 - 3y°

Ezt egyszertsithetjiik.

1 3
In(y?)) = = - 3y> ==
(In(y?)) " ;
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A kiilonbség ezen részét azonban nem csak igy derivalhattuk volna.
Alakitsuk 4t derivalas el6tt a fliggvényt, felhasznalva a kézépiskolabol
ismert log,b¢ = c - log,b azonossagot. Igy az alabbi alakot kapjuk.
In(y3) =3Iny
Igy mar nem kell Gsszetett fiiggvényt derivalnunk, hanem csak egy
elemi fiiggvény konstans szorosat. Derivalas soran pedig a konstans
szorz6 egyszertien kiemelhet§. Ennek alapjan:

1 3
(In(y*))" = (3Iny)' =3(Iny) =3 - =~

y oy
Természetesen ugyanazt a derivaltat kaptuk. Lathato, hogy ha a deri-
valando fiiggvény egyszertibbé alakithatd, akkor ezt célszerd megtenni,
mert konnyebb a derivalas.
Most térjiink 4t a kiilonbség masik részének, In® y-nak a derivalasara.
Célszertibb a fiiggvényt In®y = (Iny)? alakban frni.
Kiilss fiiggvény: k(y) = y3
Belsé fiiggvény: I(y) = Iny
Ezeknek a derivaltjai:
K(y) = (y*) = 3y°

1

My) = (ny)' = -
Ezek mér szerepeltek az elébb, csak akkor forditott szereposztasban.

Ezutéan a méasodik rész derivaltja a kovetkezs:
1 3(lny)?
(n® )’ = 3(my)? . - = 202
Y Y
A két részbdl allitsuk Gssze az eredeti fliggvény derivaltjat.

3 3(ny)? 3 3In?
h'(y):(ln(y3)—ln3y)’:y_(y):_?/

Yy ) )
Ebbél kiemelhetiink §—t.
)
3  3In? 3
R (y)=-— nY_2 (1—31n2y>
Y Y Y

A kiemelés kés6bb fontos lesz, mert tobbszor kell majd derivalt zé-
rushelyét meghatéroznunk. Ha a derivalt szorzatta alakithato, akkor
zérushelyeit konnyebb meghatarozni.

. Feladat: Hatarozzuk meg az f(z) = \/x - arctg(x?) fiiggvény derivalt-
jat!
Megoldas: Olyan szorzatot kell derivalnunk, aminek mésodik ténye-

zGje Osszetett. Ebbdl kovetkezGen két derivalasi szabalyt is kell alkal-
maznunk, csak az a kérdés, melyiket kell elGszor, s melyiket mésodszor.
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Altalanossagban elmondhato, hogy a fiiggvény képzése soran késsbbi
miiveletre kell elGszor alkalmaznunk a megfelels szabélyt, s utana arra
miiveletre, mely a fliggvény elGallitdsa sorédn az els§ volt. Ebben a pél-
daban nyilvan agy képezziik a fiiggvényt, hogy elséként el§ kell allitani
a masodik tényezGt, azaz végrehajtani az Osszetételt, majd utana vé-
gezziik el a szorzast. Az Osszetétel tehét az elss, s a szorzés a masodik
miivelet a sorban. A derivalas soran forditva kell haladnunk, el6szor a
szorzasra vonatkozd szabélyt hasznaljuk, majd a megfelel§ részen az
Osszetételre vonatkozd szabalyt. Ennek alapjan a kovetkez&ket irhat-
juk:

f'(z) = (Vo -arctg(a?)) = (V) - arctg(a?) + v - (arctg(z?))’

A szabaly hasznalata utan két helyen szerepel még derivalas. Nézziik

az els6t, azaz \/z-et. Az elss két feladatban szerepelt, hogy a gyokoket
at kell irni tortkitevés alakra, s abbdl lehet derivalni.

\/5 — 3:1/2

Ennek derivéltja:

(\/5)/ — ($1/2)/ _ éx—1/2
Ezt gyakran inkabb gyokos formaban irjuk.
1 1 1 1
P12y - —-12 2 2
Ezutéan foglalkozzunk a mésik olyan részlettel, ahol még derivalni kell,
azaz arctg(z?)-tel. Itt szerepel az Gsszetétel, ezért felbontjuk kiilss és
belsé fliggvényre.

Kiilss fiiggvény: g(x) = arctg(z).

Bels6 fiiggvény: h(z) = 22
Ezeknek a derivaltjai:

1
(@) = (arctg(e)) =

B (x) = (2%) = 22
FEzek alapjan a mésodik tényezd derivaltja:

1 2z
2V — _
(arctg(x ))I = m -2 = W
Részeredményeinket felhasznélva irjuk fel az eredeti fiiggvény derivalt-
jat.
f'(z) = (Vo - arctg(z?)) = (V/x)' - arctg(2?) + v/ - (arctg(a?))' =

1 9 2z
:ﬁ-arctg(x )+\/.%1+1‘4
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9.

10.

1-2x

Feladat: Hatarozzuk meg az f(z) = 6,
sin x

Megoldas: Most egy olyan tortet kell derivalni, aminek a szamlaloja
Osszetett. Mivel a fliggvény képzése soran elGszor az Osszetételt kell
végrehajtani, majd utana az osztast, ezért a derivalas soran elGszor a
tortekre vonatkozo szabalyt kell alkalmazni, majd utén a az Gsszetételre
vonatkozot. Irjuk fel tehat els6ként a tort derivalasat, s ahol elemi
alapfliggvény derivaltja szerepel, ott azt helyettesitsiik is be.

fliggvény derivaltjat!

Flz) = (61_2“)/ -sing — e 72 - (sinz)’ (61—21)’ sing — e'=2% . cos
= ~ _ :

(sinx) sin” z

Maradt egy olyan részletiink, ahol még derivalni kell, itt szerepel az
Osszetétel.

Kiilss fiiggvény: g(x) = e”.
Belsé fiiggvény: h(z) =1 — 2z.
Ezek derivaltjai:
¢(2) = () =
W(z)=(1-2z)=-2
Ezek felhasznalasaval irjuk fel az e!=2% derivaltjat.
(e1=27) = 120 . (~2) = —2¢l-2¢
Helyettesitsiik ezt be, az eredeti fliggvény derivaltjaba.
(e72*) .sinz — "2 .cosz (—2e'7%) -sinz — e - cosx

f’(fL‘) = D) = 2

sin“ x sin“ x
A feladatot megoldottuk, de itt is felhivjuk a figyelmet atalakitasi le-
hetdségre. A szamlaloban kiemelési lehetdségiink van.

, (—2e'72%) . sinz — 7% . cosz  —e! 7% (2sinz + cosx)
f(@) = 2 - 2

sin® x sin“ x

dx +5
3—x
Megoldas: A feladatot kétféle modon is megoldhatjuk. Ha nem ala-
kitjuk at a fiiggvényt, akkor azt latjuk, egy olyan Osszetett fliggvényrdsl
van sz6, melynek bels§ fiiggvénye egy tort. Els6ként tehat az Ossze-
tett fliggvények derivalasi szabalyat alkalmazzuk, majd utédna a bels6
fliggvényre a tortek derivélasi szabalyat.

Feladat: Hatarozzuk meg az f(z) = In ( ) fliggvény derivaltjat!

Kiilss fiiggvény: g(z) = Inz.

4
Belsé fiiggvény: h(z) = 3x_+ >

1
A kiils6 fiiggvény derivaltja: ¢'(z) = (Inz) = —.
x
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Alkalmazzuk ezutan az Osszetételre a szabalyt, a bels6 fliggvény deri-
valasat, csak jeloljik ki.

4r +5\\’ 1 4z + 5\
fa) = (1n(3_x)) = s .(3_x)
3—z
FEz nyilvan egyszertibben is irhaté.
) = 1 .<4x+5)’: 3—ux .<4x+5)’
4z +5 3—z dr+5 \3—=x
3—x
Ezutén foglalkozzunk azzal a résszel, ahol még derivalas szerepel. Itt
hasznaljuk a tortekre vonatkozo szabalyt. A derivalas utédn rogton ala-
kitsunk is az eredményen.
dx 45\  (4x+5) -(3—z)—(4x+5) - (3—=x)
( 3—=z ) N (3 —1x)?
4-3—x)— (4x+5)-(-1) 12—dwx+4x+5 17
(3—x)? o B-2)? (3-u2)
Térjink vissza az eredeti feladatunkhoz ezzel a részeredménnyel. Miu-
tan behelyettesitettiik, egyszertisitsiink.
, 3—xz [(4x+5\ 3—=x 17 17
f(w)_4x+5‘<3—x) -

T dz+5 (3-2)2 (42+5)(3-2)
Nézziik, hogyan lehetne masképp elgallitani a fliggvény derivaltjat. Ek-
kor derivalas el6tt alakitsuk at a fiiggvényt. Hasznaljuk a kozépiskolé-

bol ismert logaé = log,b — log,c azonossagot. Az alabbit kapjuk:
c

o) -1 (222

3
Ezzel azt érjiik el, hogy egy kiillonbséget kapunk, amiben ugyan mind-
két tag Osszetett, de a belss fliggvények nem tortek. A két tagot kiilon
derivalhatjuk, és alkalmazzuk rédjuk az Osszetett fiiggvényekre vonat-
koz6 szabalyt.

) =1In(4z +5) — In(3 — x)

— X

Az els6 tag, In(4x + 5) derivalasa.
Kiilss fiiggvény: g(z) = Inx.
Belso figgvény: h(x) = 4z + 5.
Ezek derivaltaji:

1
(Inz) = -
(4z +5) =4

Ezekbdl az els6 tag derivaltja:
4
4 =
dxr + 5 dxr +5

(In(4x 4 5))' =

90



11.

Most kévetkezzen a masodik tag, In(3 — x) derivalésa.
Kiilss fiiggvény: g(x) = Inzx.

Belsé fiiggvény: h(x) =3 — .

FEzek derivaltaji:

1
Inz) = —
(nz) =~
B—z)=-1
Ezekbdl a masodik tag derivaltja:
-1
—_ / = — . (— =
(0@ -2)) = 57— (-1) = 5

A két részletbdl rakjuk ssze az eredeti feladat megoldasat.

, 4r +5\\’ 4 -1 4 1
fla) = (111(39@)) “Iwi5 3-z 4215 3 32
Fz latszolag kiillonbozik az el6z6 megoldas eredményétél, de ha kozos
nevezdre hozzuk a két tortet, akkor mar lathatéan megegyezik azzal.
) = 4 1 48-2)+(“z+5) 12—dz+4c+5

dr+5 33— (4x +5)(3 — z) (4dx +5)(3 — z)
17

(4x +5)(3 —x)

Feladat: Hatéarozzuk meg az f(z) =

5 3 fliggvény differenciélha-
T —

nyadosat az zo = 3 helyen!

Megoldas: ElGszor most is a fliggvény derivaltjat kell elGallitanunk,
majd a derivaltba behelyettesiteni a megadott xg értéket. A derivalas
el6tt célszerd a fliggvényt atalakitani, és negativ kitds hatvanyként
felirni.

1 -1
fl#) = 5 = (20 5)
Igy nem kell majd a tortek derivalasi szabalyat hasznalnunk, hanem
hatvanyfiiggvényt derivalhatunk. Természetesen Osszetett fliggvényrsl
van sz0, melyben a hatvany a kiils6 fliggvény. Az Osszetett fiiggvény

derivalasanak lefrasat ezutan kicsit roviditjiik.

o _ 1

A kiilsé fiiggvény derivaltja: (z7!) = —1-x 5
x

A belss fiiggvény derivaltja: (2z —5)" = 2.

1 ! -1 -2
/
/@) (23;—5) (22 — 5)2 (22 — 5)2
FEzutan helyettesitsiik be a megadott xg értéket.

/ _ —2 _
f(fﬂo)—m—

—2
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12.

13.

A fliggvény differencidlhdnyadosa az zg = 3 helyen tehat —2-vel egyenlé.

Feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = th(3x) fiiggvény differencialha-
nyadosét az xg = 0 helyen!

Megoldas: Elscként derivaljuk a fiiggvényt, amely Osszetett.
A kiils6 fiiggvény derivéltja: (thz) = ——.
ch*x
A Dbelss fiiggvény derivaltja: (3z) = 3.
1 3

"(z) = (th(3z)) = .3 =
fi(z) = (th(3z)) ch?(3z) ch?(3z)
Helyettesitsiik be a megadott xg értéket.

3 3
!/
€T = =

f(@o) ch%(3-0)  ch20
Ismert, hogy ch 0 = 1. Ezt felhasznalva:

3 3
, —_ — . —
flwo) =Gz = 12 =3

A fiiggvény differencidlhanyadosa az xg = 0 helyen tehét 3-mal egyenld.

. 1
Feladat: Irjuk fel az f(z) = 7 fiiggvény grafikonjanak érintGjét az
x

2o = 4 helyen!

Megoldas: Tudjuk, hogy fiiggvény garfikonjanak érint&jét egy meg-
adott xg helyen az y = f/(xo)(x — zo) + f(x0) egyenlet adja meg. Ah-
hoz, hogy ebbe behelyettesithessiink, meg kell hatdroznunk a fiiggvény
xo helyen vett értékét, azaz f(xg)-t, és a fiiggvény x( helyen vett diffe-
rencidlhanyadosénak értékét, azaz f’(xg)-t. Els6ként helyettesitsiink a
fliggvénybe.

1 1
f(ﬂCO):ﬁ:a

Ezutan allitsuk eld a fiiggvény derivaltjat. A fiiggvényt ehhez célszert
hatvanyként irni.

x :i:x_lﬂ
f(x) 7z

Most kovetkezhet a derivalés.

fl(z) = (z71/?) = _% 32 — _2\};3

A derivaltba helyettesitsiikk a megadott xg értéket.
1 1
/
€T = =
f'(xo) Wi 6
FEzek alapjan az érint6 egyenlete:
1 1

= —(z—4)+ =
Yy 16(16 )+2
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14.

6.2.

. Feladat: Hatarozzuk meg az f(z) = sh’z - arctg\/z +

Ennek jobb oldalat célszerd rendezni.
B WRYONE NS VS SV SUNE SO
T 2 160 42 1671

Eredményiink egyben azt is jelenti, hogy az f(z) fliggvényt az xo = 4
hely kornyezetében a g(z) = —Em + 1 linearis fiiggvény kozeliti meg

a legpontosabban. Ezt a fiiggvényt nevezziik az f(x) fliggvény zo-beli
linearizaltjanak.

Feladat: Irjuk fel az f(x) = Inz fiiggvény grafikonjanak érintGjét az
o = e helyen!

Megoldas: Jarjunk el dgy, mint az el6z6 feladat megoldasa soran.
Els6ként hatarozzuk meg a fiiggvény értékét az zg helyen.

f(zg) =lne=1

Ezutan derivaljuk a fiiggvényt.
1
f(@) = (nay = -
x
Hatarozzuk meg a fiiggvény differeincialhdnyadosat az xg helyen, azaz
helyettesitsiik xo-t a derivaltba.
1
/ e
fwo) = -
Végiil helyettesitsiink a az értint6t leiro y = f'(xo)(z — xo) + f(z0)
egyenletbe.

1
yz;(a:—e)%—l

A jobb oldalon rendezziink.

1

1 1
y=—-(r—e)+l=--2——-e+1= z
e e e

cxr=

Q|-

Osszetett feladatok

— fiigg-
cos(e - )

vény derivaltjat!

Megoldas: A fliggvény képzésében az utolsé miivelet az Gsszeadas. A
két tagot kiilon derivalhatjuk, azaz

f(x) = <Sh2x -arctgy/x + cos((13~7r)> —

= (sth : arctgﬁ)/ + (1)>/

cos(e -
Ha tiizetesen megnézziik a mésodik tagot, akkor azt latjuk, hogy abban
nem szerepel a valtozo. Az e és a 7 egy-egy konstans, igy szorzatuk is
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konstans. Ha annak cos-at vessziik, Gjra csak konstanst kapunk, mely-
nek reciproka is konstans. Konstans tag deriviltja pedig zérus, azaz

() =

A masodik taggal tehat nem kell foglalkoznunk, mert

, / 1 ! /
f(x) = (sh% . arctgﬁ) + (cos(e-w)) = (sth . arctgﬁ)

Amint lathato, az els§ tag egy szorzat. Alkalmazzuk a megfelels der-
valasi szabalyt.

/ 2 ! 2.\ 2 /
fl(z) = (sh x - arctgﬁ) = (sh x) -arctgy/x + sh”x - (arctg/x)
Két olyan rész maradt, amiben derivalni kell. Nézziik az els6t, a sh?z-
et, ami (sh x)? alakban is frhat6. Ez egy Osszetett fiiggvény. Hatarozzuk
meg ennek derivaltjat.
A kiils6 fiiggvény derivaltja: ¢'(z) = (22) = 2z.
A bels§ fiiggvény derivaltja: h'(x) = (shz)' = chz.
Ezek alapjan: ((shz)?)’ = 2shz - cha.
Felhasznélva a sh(2x) = 2shx - ch z azonossagot, ezt egyszeriibben is
irhatjuk.
((shx)?)" = sh(2z)
Ezutéan nézziikk a masik olyan részt, ahol még derivalnunk kell, ez az
arctg\/x. Ez is Osszetett fliggvény.

1

1422

A kiils6 fliggvény derivaltja: ¢'(x) = (arctgx) =

A belss fiiggvény derivaltja: h'(z) = (y/x) = ($1/2)’ = é Y2 =

1
PN

1 1 1
Ezek alapjan: (arctg,/x)

4 = . =
1+ (Vx)? 2z 2yx-(1+=x)
A részeredményeket felhasznalva irjuk fel az eredeti fiiggvény derivalt-
jat.
2 ! 2 /
fl(z) = (Sh x) -arctgy/x + sh”z - (arctgy/x) =
1

= Sh(2.’17) . aI‘Ctg\/ﬂ? + Shzx . m

xT

. Feladat: Hatarozzuk meg az f(z) = \3/ch(5;1: +6) + G172 fiigg-
Tz —

vény derivaltjat.
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Megoldas: Az utolsé miivelet a fliggvény képzése soran egy sszetétel,
igy erre alkalmazzuk a megfelel§ szabalyt.

1
A kiils6 fiiggvény derivaltja: ¢'(x) = (Jx) = (xl/?’)/ =3 73 =
1
3Va?

Ezt felhasznalva az alabbit irhatjuk:

e\
f’(x) = (i/ch(&ﬁ + 6) + (3-%'—1)2> =

- 2% ' (C © 9 (3372—r 1)2)I
2
3§/(Ch(5$ +6) + 3 1)2)

A belsé fiiggvény derivaltjat egyeldre csak kijeloltiik, most ennek meg-
hatarozasa var még rank. Ez egy Osszeg, melynek két tagjat kiilon
derivaljuk.

Az els6 tag, ch(5x + 6) derivalasa. Ez egy Osszetett fiiggvény.
A kiils6 fiiggvény derivaltja: ¢'(z) = (chz) = shz.

A belss fiiggvény derivaltja: h'(xz) = (5x +6) = 5.

Ezek alapjan: (ch(5z + 6))" = sh(bz + 6) - 5 = 5sh(5z + 6)

T

(3x —1)2
zuk a tortek derivalési szabalyat.

27 T2%) - (Bz—1)2 -2 ((3z — 1)?)
= 1>2> B (Go—1)2)2
Két helyen kell derivalnunk. Az els6 egyszert, mert 2% elemi alapfiigg-
vény.
(2%) =27 -In2

A masik rész, (3z — 1)? érdekesebb, mert Ssszetett.

A maésodik tag, derivalasa. Ez egy tortfiiggvény. Alkalmaz-

Kiils6 fiiggvény derivaltja: (z2) = 2z.

Belso fliggvény derivaltja: (3xz —1)' =3
Ezekbol: ((3z —1)2)' =28z —1) -3 =6(3z — 1)
Most térjiink visza a torthoz.

< 27 )’ _ (27 (3x—1)? - 27 - ((3z — 1)*)
( )?

3z —1 ((3z —1)2)2
~(2*-In2)- 3z —1)*—2% - (6(3z — 1))
B (3x —1)% B
2.3z —1)(In2- (3z — 1) — 6-27)

(3x — 1)4
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FEzzel meghataroztuk a belsd fliggvény masodik tagjéanak is a derivalt-
jat. Utolso 1épésként térjiink vissza az eredeti fliggvényhez, és irjuk fel
annak derivaltjat.

e\
f/(.T) = (i/ch(&ﬁ + 6) + (3-%'—1)2> =

1 y
:33 h(5s 46 0w 2‘<Ch(5x+6)+(3m_1)2):
\/(C (et )+(3 _1)2)
_ 1
_33 h(5 6 2* 2
Wc (52 +6)+ Gy —1y2)
- (58h(5x +6) + 2" (3z —1) (égj;(f;— 1) —6- 296)) _
5sh (53 + 6) + 2 02 = 1) ((1;1902-_(51’);— 1) - 6-27)
3§/(Ch(5x +6) + (33;2_11)2)2

. Feladat: Hatérozzuk meg az f(x) = 25" fiiggvény derivaltjat!

Megoldas: Egy latszolag nem tal bonyolult fiiggvényt kell derival-
nunk, de ebbdl az alakbol mégsem tudjuk végrehajtani a derivalést. Ha
ugyanis Osszetett fliggvénynek probéljuk tekinteni a fliggvényt, akkor
nem talalunk olyan elemi fiiggvényt, ami betdlthetné a kiils6 fiiggvény
szerepét. Felvetddik ugyan, hogy ez nem egy hatvanyfiliggvény-e, de azt
kell valaszolnunk, hogy nem. A hatvanyok ugyanis x™ alakaak, tehat
a kitevében ilyenkor konstans all. A maésik Otlet az lehet, hogy ez egy
exponencialis fiiggvény. Az exponencialisok azonban a® alakuak, ahol
az alap egy pozitiv konstans. Mivel ebben a fliggvényben az alap és
a kitevé is tartalmazza a valtozot, igy ez se nem hatvany, se nem ex-
ponencialis fiiggvény. Ha viszont alakitunk rajta, akkor elérhetd, hogy

log, b

exponencidlis legyen. K6zépiskolabol ismert az a = b Osszefiliggés.

Ezt felhasznalva alakitsuk a4t az alapban 4ll6 z-et.
f(ﬂi‘) — l,sin:r; — (elnx>5inx
Ezt tovabb is alakithatjuk, felhasznalva az (ab>c = a”¢ azonossagot.

f(CC) = (elnr)sinx — e(ln:}c~singc)

Ha ebben az alakban irjuk a fiiggvényt, akkor mér olyan Osszetételt
latunk, melyben a kiilsé fiiggvény az exponencialis. Irjuk fel ezt most
részletesen, ahogyan a korabbi feladatokban is tettik.
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Kiilss fiiggvény: g(x) = e”.

Belss figgvény: h(z) =Inz -sinz.

Ezeknek a derivaltjai:

(@) = () =

K (z)=(Inz-sinz) = (Inz) -sinz+lnz-(sinz) = ;sin z+Inz-cosx =

sinx
+Inz-cosx

x
Ezekbdl irjuk fel az eredeti fliggvény derivaltjat.

f’(x) _ (e(lnx~sinx)), — e¢(nasinz) | (

Ha ezutén forditott iranyban hasznaljuk azt az atalakitést, amivel az
elején fliggvényt exponencialissa tettiik, akkor ez kicsit révidebben is
irhato.

f’(x) — e(lnzsinz) <

sin x

+Inxz- cosx)
T

sinx sinx

—an'cosx) :msm””-< —i—lnx-cosx)

X x

. Feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = (thx)* fliggvény derivaltjat!

Megoldas: A fiiggvény hasonlo, mint az elézé feladatban, mind az
alapban, mind a kitevSben szerepel a valtozo. Alakitsuk 4t hasonloan

a fliggvényt. Vegyiik az alap természetes alapt logaritmuséat, és emeljiik
In(thz)

fel erre az e szdmot. Az alapban a thz helyett tehat e irhato.
Ebbl: f(z) = (tha)” = (eln(th fU)):E

Ez tovabb alakitva:

flz) = (eln(th x))"f _ o2 In(thz)

Ebbdl az alakbol mar elvégezhets a derivalés.

Kiilsé fiiggvény: g(z) = e”.

Belss figgvény: h(z) = z - In(th ).

Ezeknek a derivaltjai:

¢(@) = () = e

1 T
W(z)=1-In(thz)+z- — - ——— -
(@) (tha) + thz (chx)? thz - (chx)?
A belsg fliggvény derivalasakor természetesen figyelembe vettiik, hogy
olyan szorzat melynek masodik tényezGje Osszetett, de ezt mér nem

részleteztiik.

= In(thz) +

Ezutan az eredeti fiiggvény derivaltja a kévetkezd:

fl(x) = (ex ‘ ln(thx)>/ = ¢% - In(thz) (ln(thx) M O(Cchq:)2> =

= (thz)® - (ln(th ) + m(ﬁ;m)?)
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r—4

z+1
fliggvény grafikonja a tengelyeket, és irja fel ezekben a pontokban az

érintG egyenletét!

5. Feladat: Hatarozza meg, mely pontokban metszi az f(x) =

Megoldas: Els6ként hatarozzuk meg, hol metszi a fiigvény grafikonja
az y tengelyt. Az y tengely pontjaiban x = 0, tehat ekkor 0-t kell
helyettesiteniink a fiiggvénybe.
0-—4
0 = — =
1(0) 0+1
A fiiggvény grafikonja tehat a P;(0,4) pontban metszi az y tengelyt.

Kovetkezzen az x tengellyel vett metszéspont. Az x tengely pontjaiban
y = 0, tehéat ekkor olyan pontot kell keresniink a fiiggvény grafikon-
jan, ahol a fiiggvény értéke 0. Meg kell hatdroznunk tehat a fliggvény
zérushelyét vagy zérushelyeit, azaz megoldjuk az f(z) = 0 egyenletet.

Igy kapjuk:
x—4

=0.
z+1

Egy tort csak tigy lehet 0, ha a szamlaloja 0. Ezzel egyszertibb egyen-
letet kapunk, amit méar konnyen megoldunk.

r—4=0 <= z=4
A fiiggvény grafikonja tehat a P(4,0) pontban metszi az x tengelyt.

Ezutan irjuk fel az érintéket. Ehhez sziikségiink van a fiiggvény deri-

valtjara.

() = <x—4>’: (-4 (z+1)—(z—-4) (x+1) _
r+1 (x+1)2

l-(z+1)—(x—4)-1 5

(z+1)2 - (z+1)?
Az érinték egyenletét az y = f'(xo)(z — z0) + f(x0) Osszefiiggésbil
kapjuk.
A P;(0,4) pont esetén tudjuk hogy xo = 0 és f(xg) = 4. Még az f'(xo)
értékét kell meghataroznunk.

)
!/
= —_— = 5
J(wo) (0+1)2
Ezutan az érint6 egyenlete a P;(0,4) pontban:
y=>5x—0)+4=>5z+4.

Hajtsuk végre ugyanezt a P(4,0) pont esetén is.

, 5 1
f(@o) = m =5
Az érints egyenlete a Py(4,0) pontban:
1 1 4
y:5(x—4)+0:gw—g.
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2
6. Feladat: Hatarozza meg az f(x) = 3 fiiggvény esetén a grafikon
x

azon érintSinek egyenletét, melyek parhuzamosak az y + 2z —7 =0
egyenletl egyenessel.

Megoldas: Egy érint§ felirdsdhoz harom dolgot kell ismerniink. Az
érintési pont két koordinatajat, ezek zqg és f(xg), illetve az érinté me-
redekségét, ami f'(xg). Ezen harom szam koziil az egyiket ismerniink
kell ahhoz, hogy a mésik kettét meg tudjuk hatarozni. Jelen esetben
a meredekséget adtdk meg, csak kicsit burkolt formaban. Ha ugyanis
a keresett érinték parhuzamosak egy megadott egyenessel, akkor me-
redekségiik ugyanaz, mint a megadott egyenesnek. Els6ként tehat az
adott egyenes egyenletébdl ki kell olvasnunk a meredekségét. Ehhez
rendezziik y-ra az egyenletet.

y=—2x+7

Az egyenes meredeksége ekkor az x egyiitthatdja lesz, jelen esetben
tehat m = —2.

Olyan pontokat kell keresniink a fliggvény grafikonjan, ahol a fliggvény
differencidlhanyadosa éppen a meredekséggel egyenls. Meg kell tehat
oldanunk az f’(xg) = m egyenletet, s ebbdl kapjuk meg az érintési
pont helyét, azaz xg-t. Az egyenlet felirasdhoz allitsuk el a fiiggvény
derivaltjat.

2 ! ’

! = :2 —3_1 :—2 73—2:7
rw=(525) =2l@-3" = 2e-92= 0
Ezutan irjuk fel az egyenletet.
=2
(w0 — 3)?
Rendezve az alabbit kapjuk:
(o —3)? =1
Mindkét oldalbél gyokot vonva:
’.%'0 — 3‘ =1

A megoldas innentdl két esetre bomlik. Az els6 esetben

=2

xg — 3 =1, amibdl zg = 4.
Az érinté felirasdhoz még az érintési pont mésodik koordinatajara van

sziikséglink.

2
= — = 2
flwo) = 1 —5
Az egyik érintési pont tehat a Py (4, 2).
Ebben a pontban az érint§ egyenelete:

y=—2(x—4)+2=-2z+10.
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Most nézziik a masik esetet. Ekkor
xg — 3 = —1, amibdl xg = 2.

Az érintési pont masodik koordinétaja ekkor:

f(xo):%:

A masik érintési pont tehat Py(2,—2).

—2.

Ezen pontban az érint& egyenlete:
y=-2(x—-2)+(-2) =2z +2.

Foglaljuk 6ssze az eredményt. A fiiggvény grafikonjanak 2 pontban
parhuzamos az érintGje a megadott egyenessel. A Pj(4,2) pontban,
ahol az érint egyenlete y = —2x 4 10, és a P»(2, —2) pontban, ahol az
érint§ egyenlete y = —2x + 2.
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. Feladat: Hatarozzuk meg a lim
z—3

L’Hospital-szabaly

Alapfeladatok

In(x —2)

2 —

hatéarértéket!

Megoldas: Amint a kordbbi hatarértékes feladatokban, els6ként most
is a hatarérték tipusat kell megvizsgalnunk.

A szamlalo hatéértéke: liné In(z —2)=In(3—-2)=Inl1=0.
T—r

A nevezd hatarértéke: lim (22 —9) =32 -9 =0.
T—3

0
A hatarérték tehat 0 tipusud, azaz kritikus. Teljesiilnek a L’Hospital-

szabaly feltételei, amely azt mondja ki, hogy az eredeti tort hatarértéke
megegyezik azon tort hatarértékével, melyet a szamlald és a nevezd
derivalasaval kapunk. Ez most a kovetkez6t jelenti:

_ _ /
lim ln(Qm 2) — lim (In(z —2))
z—3 14 —9 xr—3 (1‘2 — 9)’
Hajtsuk végre a derivéalasokat.
1
In(z — 2 In(z — 2)) _
g 2@ =2) g (@ =2)) w2
z—3 2 -9 a—3 (22 —9) =3 2z
Ezutén a hatarérték mar behelyettesitéssel meghatarozhaté.
1 1
lim £=2 — jjy 3=2 _!
z—3 2 z—3 2-3 6

A L’Hospital-szabaly szerint ez megegyezik az eredeti tort hatarérté-
kével, azaz

lim 7ln(2x —2) = 1
z—=3 x4 —9 6

1
. Feladat: Hatarozzuk meg a lim BT hatarértéket!

T—00

Megoldas: Ismét a hatarérték tipusanak vizsgélatéaval kezdjiik.
A szamlalo hatarértéke: lim Inz = oo.
T—00
A nevezd hatéarértéke: lim x = oo.
T—00

00
A hatéarérték tipusa tehat —, azaz kritikus. A L Hospital-szabéaly nem

00

0 o0
csak a —, hanem a — tipust hatarértékek esetén is alkalmazhato.

00
Vegylik tehéat a szamlalo és a nevezd derivaltjat, s az igy keletkezd j
tortnek ugyanaz lesz a hatarértéke, mint az eredeti tortnek.
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. Inz . (Inz) ) .1
lim — = lim = lim = lim —
T—00 T T—$00 (SC)/ z—00 | T—00 T

|8 | —

. . véges
Fz a hatarérték nyilvan 0-val egyenld, hiszen

tipusa. Tgy az ere-
deti hatarérték is 0-val egyenls, azaz
1

lim 2T _ 0.
T—00
Megjegyzés: A megoldas elején azért fontos megvizsgalnunk a hatarér-
ték tipusat, mert ezzel ellendrizziik le, hogy teljesiilnek-e a L’Hospital-
szabély alkalmazéisahoz a feltételek. Ha a feladatban nem kritikus tort

. 0 00 . )
tipus, azaz 0 vagy — szerepel, akkor a szabaly nem alkalmazhato.

00
2
5 — 6
. Feladat: Hatarozzuk meg a lim pAor—b hatarértéket!
z—1 xz -1
Megoldas: Vizsgaljuk a hatarérték tipusat.
A szamlal6 hataértéke: lim (22 +52r—-6)=12+5-1-6=0.
x—

A nevezd hatarértéke: lim (22 —1) =12 -1 =0.
T—1

0
A hatérérték tehat 0 tipust, azaz kritikus. Alkalmazzuk a L’Hospital-

szabélyt.

. 2?2 +b5r—6 . (22+5xr—6) . 20+5

lim ——— = lim ————— = lim

z—1 2 —1 z—1 (1‘2 — 1), z—1 2z

Ennek a tortnek a hatarértéke mér behelyettesitéssel meghatarozhato.
. 2x+45 . 2-1+5 7

hm = im —- = —

z—1 2z z—1 2-1 2

Ugyanez az eredeti tort hatarértéke is, azaz

I :c2+5:c—6_z
:vliﬁ CC2—1 _2

6.1’
. Feladat: Hatérozzuk meg a li_)m —— hatérértéket!
x o0

N3
Megoldas: Természetesen a hatarérték tipusat vizsgéljuk elsGként.
A szamlalé hataértéke: lim e® = oo.
T—>00

A nevez6 hatarértéke: lim /z = oo.
T—00

00
A hatarérték tehat — tipusi, azaz kritikus. Teljesiilnek a feltétetelek

0
a szabéaly alkalmazasahoz.

1‘ em B 1 (€$)l B 1 ea;
A, 75 = M Ty T am
2V
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Miel6tt vizsgalnank ezen 4j tort hatarértékét, célszert atalakitani.

xT

I =, ( | 2{‘%) =2 Jim (¢ va)
2z

Az atalakitas eredményeként eltiint a tort, és helyette szorzatot kap-

tunk. A megoldas elején lattuk, hogy a szorzat mindkét tényezsje vég-

telenhez tart, igy a szorzat is a végtelenhez tart, azaz

: . _
2111_{210(6 V) = o0.

A szabaly szerint pedig ugyanezzel egyenl az eredeti hatarérték is,
tehét

X
lim — = .

e
:r—>oo\/E:

Ez azt jelenti, a fiiggvénynek nincs hatarértéke a végtelenben.

sin 7x
hatarértéket!

. Feladat: Hatarozzuk meg a lim
z—0 x

Megoldas: Vizsgaljuk meg kiilon a szamlalo és a nevezd hatarértékét.
A szamlalo hatéarértéke: 111% sin 7x = sin(7-0) = 0.
Tr—r
A nevezd hatéarértéke: lim 3x =3 -0 = 0.
z—0

0
A hatarérték tehat — tipusua, azaz kritikus. Teljesiilnek a L’Hospital-

szabély feltétetelei. Figyeljiink azonban oda, és a szamlalé derivalé-
sakor ne feledkezziink el arrol, hogy Osszetett fiiggvény. Igy a kiilss
fliggvény derivaltjat még szorozni kell a belss fliggvény derivaltjaval.

sin7x .. (sin7z) . cosTx-T T .
lim =lim —%* =lim —— = — lim cos 7x
z—0 3x =0  (3z)! z—0 3 3 z—0

Ez a hatarérték mar egyszert behelyettesitéssel meghatarozhato.

7
gii_)n%coshv = gcos(7-0) :g

Ezzel egyenl§ az eredeti hatarérték is, azaz
sin7x 7

ey 3z 3

(1 —e*"2) - cos(m - x)
2?2 —4

Megoldas: Vizsgaljuk a hatarérték tipusat.

hatarértéket!

. Feladat: Hatarozzuk meg a lim

T—2

A szamlalo hatéaértéke: lin% (1—e*"2) cos(m-x) =
z—

(1—e?72)-cos(m-2)=(1—¢€% -cos2r=(1—1)-1=0.

A nevezd hatarértéke: lim (xQ —4) = 22 _4=0.
r—2
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0
A hatarérték tehat — tipusi, azaz kritikus. Teljesiilnek a szabély fel-

tételei, de a feladat latszolag sokkal bonyolultabbnak ttinik, mint az
eddigiek. Olyan tort hatarértéke ugyanis a kérdés, melynek szamla-
l6jaban egy szorzat szerepel. Ha kozvetleniil alkalmazzuk a szabalyt,
akkor ezt a szorzatot kell derivalnunk, s a derivalt elég bonyolult lesz.
Vegylik azonban észre, hogy a szorzat méasodik tényezdje a hatarérték
szempontjabol nem problémas, hiszen

lim cos(r - ) = cos(m - 2) = 1.

z—2

Célszert ezért a szabaly alkalmazasa elGtt szorzattd bontani a fligg-
vényt, és a tényezdket kiilon vizsgalni.

(1 —e"2) - cos(m - x) 1 —e* 2

lim = lim cos(7 - z) - lim
x—2 2 —4 x—2 ( ) =2 12 —4

Mivel az els§ tényezd hatarértékét mar meghataroztuk, igy csak a méa-

sodik tényezdvel kell foglakoznunk. Ez a hatarérték nyilvan 0 tipusi,

igy teljesiilnek a szabaly feltételei.

1 — %2 (1 - e:rf2)’ — T2
lim ——— = lim ——— - = lim
z—=2 x4 —4 T—2 ({L'Q — 4) =2 2x
Ebbe méar egyszertien behelyettesithetiink.
_eT2  _ 22 1
lim = =——

Ezutéan térjink vissza a szorzathoz.

1— 2 1 1
li o) lim ——— =1. (=2 )= =
Ezzel egyenl§ az eredeti hatarérték is.

. Feladat: Hatérozzuk meg a li_)m (chx — z) hatéarértéket!
T—00

Megoldas: Az eddigi feladatokban torteknek a hatarértéke volt a kér-
dés, de most egy kiilonbséget kell vizsgalnunk. Hatarozzuk meg kiiloén
a két tag hatarértékét.

lim chz = c©
Tr—r00

lim 2 = oo
T—00

A hatarérték tehat oo — oo tipusi. Ez is kritikus, de a L’Hospitél-
szabaly csak kritikus tipust tortek esetén alkalmazhato. Igy elGszor
at kell alakitanunk a kifejezést, hogy kiilonbség helyett tortet kelljen
vizsgalnunk. Mivel a ch x fliggvényt az exponencialis fiiggvénybdl szar-
maztattuk, igy varhatéan gyorsabban fog végtelenhez tartani, mint x.
Emeljiik ki a kiilonbségbdl ezt a gyorsabban névekvd tagot.

lim (chx —z) = lim chx (1 - x)

T—r00 T—00

chzx

104



7.2.

Immar egy szorzatot kell vizsgalnunk, aminek masodik tényezGje egy
kiilonbség, amelyben az egyik tag tort. Azt varjuk, hogy ezen tort ha-
tarértéke 0 lesz, hiszen a gyorsabban végtelenhez tartd taggal osztjuk
a lassabban végtelenhez tartot. Lassuk be, hogy ez valéban igy van,
s vizsgaljuk innentdl csak ezt a tortet, amely nyilvan - tipusd. Erre

tehat teljesiilnek a L’Hospital-szabaly feltételei.
(z)’ N
Mivel lim shz = oo, ezért ez a hatarérték valoban 0, hiszen tipusa

T—00
véges

00
Ezutéan térjiink vissza a kiemeléssel atalakitott hatarértékhez.

x
lim chz (1 - —
i i (1= )

Az els6 tényezs végtelenhez tart, a masodik tényezdje pedig egy kii-
l6nbség. FEzen kiilonbségben a masodik tagrol belattuk, hogy 0-hoz tart,
s ebbdl kovetkezGen a mésodik tényezs hatarértéke 1. Ez a szorzat nem
kritikus, hanem végtelent ad eredményiil. Ugyanez jelekkel leirva a ko-
vetkezs:

JEli_>ncgocha: (1 = chic) =o00(l —0) =00

Ugyanigy végtelenhez tart a feladatban szerepld kiilonbség is, azaz:
lim (chz — z) = oc.
T—r00

A végtelenben tehat nincs hatarértéke a fliggvénynek.

Osszetett feladatok
3x

. Feladat: Hatarozzuk meg a lim —- hatarértéket!
T—00 I

Megoldas: Mivel egy tort hatérértéke a kérdés, vizsgaljuk meg kiilon
a szamléalot és a nevezét.

3r _

A szamlalo hatarértéke: lim e 0.
Tr—r0o0

A nevezé hatéarértéke: lim 22 = oo.
T—00
00
A hatarérték tehat — tipusu, teljesiilnek a L'Hospital-szabaly feltéte-

o0
lei. A szamlalo derivalasakor figyeljiink oda, mert Gsszetett fliggvényrsl
van szo.

3T (63:13)’ 3T .3

z=00 2 T—00 (xQ)/ T 1o 9p

00
Ha megvizsgaljuk a kapott 4j hatarérték tipusét, ismét —-t kapunk,

00
azaz tovabbra is kritikus. Ilyen esetben ismételten alkalmazhatjuk a
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szabélyt. A szamlalo derivalasakor most se feledkezziink meg a belsd
fliggvény derivaltjaval torténd szorzasrol.
3.3 . (3-63’”)/ . 9.e%®

lim = lim — =

Mivel a szamléalo végtelenhez tart a nevezd pedig egy pozitiv konstans,
igy az egész tort is végtelenehez tart. Ez lesz az eredeti hatarérték is,

aZaz:
6390

lim —5 =00.
T—00

Megjegyzés: Sok feladatban eléfordul, hogy a L’Hospital-szabalyt al-
kalmazva ismét kritikus hatarértéket kapunk. Ilyenkor ismételten al-
kalmazhatjuk a szabalyt.

-2

sin” x

. Feladat: Hatarozzuk meg a lim ———— hatarértéket!
z—=01 — cos 3z

Megoldas: Elsgként hatarozzuk meg a hatarérték tipusat.

A szamlalo hatarértéke: lim sin? z = sin?0 = 0.

z—0
A nevez6 hatarértéke: lin%)(l —cos3z) =1—rcos(3-0)=0.
Tr—r
0
A hatéarérték tehat 0 tipust, igy alkalmazhaté a L’Hospital-szabéaly.

Mind a szamlalo, mind a nevezd derivalasanél figyeljlink, mert mind-
egyikben el6fordul Gsszetett fiiggvény.
sin? x (sin?z)’ 2sinx - cos

lim ——— = lim ;= lim ———————— =
2501 —cos3z 20 (1 —cos3x)’ -0 —(—sin3z)-3
. 2sinz-cosx
=lim ———
z—0  3sin3z
Vizsgaljuk meg az 0j hatarérték tipusat.

A szamlalo hatarértéke: lir% (2sinx - cosz) = 2sin0 - cos0 = 0.
T—

A nevezd hatéarértéke: lin% 3sin3x = 3sin(3-0) = 0.
T—

0
A hatarérték tehat ismét — tipusi. Alkalmazzuk ismételten a szabélyt.

A szamléloban most egy szorzatot kell derivialnunk, a nevez6ben pedig
Osszetett fiiggvényt.

. 2sinxz-cosz . (2sinz - cosz)
llm —_— Y = llm —_— =
z—0  3sin 3z z—0  (3sin 3z)’
2 . . . - . 2 2 o . 2
lim (cosz - cosz +sinzx - (—sinz)) ~ lim (cos®x — sin® x)
z—0 9cos 3x z—0 9cos 3x

Ezutdn mar behelyettesitéssel megkapjuk a a hatarértéket.

i 2(cos’z —sin?z)  2(cos?0 —sin?0) 2
im = ——
2—0 9 cos 3z 9cos(3-0) 9
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FEzzel egyezik meg az eredeti hatarérték is, azaz:

sin? 2

lim —— =—
=01 —cos3z 9
Bar megoldottuk a feladatot, egy kicsit még foglalkozzunk vele. A
L’Hospital-szabaly els6 alkalmazasa utan ugyanis egy kicsit masképp

is haladhattunk volna. Hasznaljuk fel a kozépiskoldbol ismert

2s8in « - cos a = sin 2« Gsszefiliggést. Ekkor a kovetkezst kapjuk:
2sinz - cosx . sin2z

©50  3sindz 50 3sindz
Igy a szamlaloban nem szorzat all, hanem Osszetett fiiggvény, s a sza-
béaly masodszori alkalmazasakor egyszertibb a derivalas.

sin 2x . (sin2z) . 2cos2zr

im — = lim —— = lim

z—0 3sin3z  z—0 (3sin3x)  z—0 9cos 3z

A hatarértéket ezutédn behelyettesitéssel kapjuk.
2cos2r .. 2cos(2-0) 2

im —— = lim ————=~
—09cos3z  z-09cos(3-0) 9

Természetesen ugyanazt az eredményt kaptuk, mint az el6bb.

2
In (1 + )
T/ hatarértéket!

Megoldas: Szokas szerint a hatarérték tipusénak vizsgélata az elsd
lépés.

. Feladat: Hatérozzuk meg a lim
Tr—00

2
A szamlalé hatarértéke: lim In (1 + ) =In(1+0)=0.
—00 T
A nevez6 hatarértéke: lim sin (> =sin0 = 0.
T—00 T

0
A hatarérték tehat — tipusi, alkalmazhaté a szabaly. A derivalasok so-

ran vegyiik figyelembe, hogy a szdmlaléban és a nevezGben is Osszetett
fliggvény all.

(2

/ —_— ——
(2 ((ey)nr
lim ———%2 = lim ~—~ %2/ — iy 22

Ml ) O

0
Ha tjra megvizsgaljuk a hatarérték tipusat, akkor megint 6—‘5 kapunk,

) 5
mert a szadmléléban a — a nevezSben pedig a —— tart a 0-hoz.
x

=,
x
Nem célszerti azonban ismételten alkalmazni a szabalyt. Vegyiik észre,

1
hogy a tort egyszertsithetd ——-tel, ami igazibol a problémat okozza.
x
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1 ( 2 ) 1
- (== - .9
2 2 2
1+= N 7 14+ =
: x 1 x
i (5) ( 5) = (5)
cos(— |- |—= cos|{— -5
x x x
Az egyszertsités utan pedig meghatarozhatd a hatarérték, mert mar
nem Kkritikus tipusa a tort.

1
T
lim e _1t0 "2
z—>oocos(5)'5 cos(0-5 )

T

Ez tehat az eredit hatérérték is, azaz

2
In (1 + )

. x 2

lim ———4 = —.
T—00 . <5) 5

sin [ —
x
Megjegyzés: A feladat megoldasabdl lathato, hogy nem szabad meg-
gondolatlanul mindig a L’Hospital-szabalyt alkalmazni a kritikus ese-
tekben. Ha most nem egyszertsitiink, akkor igen cstunya fliggvényeket
kell derivalnunk, és a derivalasok utan még bonyolultabb tortet kapunk.
Réadasul ujra kritikus tipusi hatérértéket kapnank. Ebben a feladat-
ban egyszertisités nélkiil, csak a szabaly alkalmazasaval nem kaphatd
meg az eredmény, akdrhanyszor is hasznaljuk. Ezért nagyon fontos,
hogy a szabdly alkalmazésa utdn egyszerisitsiink, ha erre lehet&ség
van. Ha pedig nem tudunk egyszertisiteni, akkor is hozzuk a fiiggvényt
minél egyszeriibb alakra.
. Feladat: Hatarozzuk meg a hrﬁo (z% - Inz) hatarértéket!
Tr—r

Megoldas: Most nem egy tortet kell vizsgalnunk, hanem egy szorzatot.
Hatéarozzuk meg kiilén az egyes tényez6k hatarértékét.

Az els6 tényezé hatarértéke: lim 2 = +0.

z—+0
A masodik tényezs hatarértéke: lim Inx = —oo.

z—+0

A hatarérték tehat ez elGjelektdl eltekintve 0 - co tipust, ami kritikus.
Mivel a L’Hospital-szabaly tortek esetén alkalmazhato, ezért at kell
alakitanunk a fliggvényt agy, hogy szorzat helyett tort szerepeljen. Ezt
gy érhetjiik el, ha szorzés helyett az egyik tényezs reciprokaval osztjuk
a masik tényezdt. Jelen esetben a kovetkez6t irhatjuk:

|
lim (x2-1nx) — lim —%
z—40 z—=+0 1

22
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0
Az igy felirt hatarérték — tipusd, hiszen ha lim 2% = 40, akkor
o0 z—+0

1 .
lim — = oco. Igy tehat mér alakalmazhato a L'Hospital-szabaly.
z—+0 2

1

Inx (Inzx) o

1' - = i = X
s 40 1 o530 £ 1\ a>to 2
x2 72 x3

Az 4j hatarértéket nyilvan célszerti atalakitani, hogy ne szerepeljen
emeletes tort, és egyszertsithetiink is.

1
- 1 3 1
lim —£- = lim = - <—$> = —= lim 22
2 2 z—+0

Ezutéan méar csak be kell helyettesitentink a hatarérték meghatarozasé-
hoz.

L 2= _Lioy

2 z—40 2

Fzzel megkaptuk az eredeti hatarértéket is, azaz:

lim (z?-lnz) = 0.
z—+0
Megjegyzés: Ha egy 0- oo tipusi hatarértéket kell meghataroznunk, ak-
kor a L’Hospital-szabalyt tgy alkalmazhatjuk, hogy szorzéas helyett, az
egyik tényez6 reciprokaval osztunk. Ilyenkor két lehet&ségiink is van,

a b o
YaBN és N is irhat6. Altalaban elmond-
) G
hato, hogy az egyszertibb tényezének célszeri a reciprokit venni, mert
a szabéaly alkalmazéasa soran igy lesznek egyszertibbek a derivalasok.

hiszen az a-b szorzat helyett

1
. Feladat: Hatarozzuk meg a lim ( — =
z—=+0 \x sinzx

) hatarértéket!

Megoldas: Most egy kiilonbség hatarértéke a kérdés, igy vizsgéljuk
meg el6szor a két tag hatarértékét.

lim — = o0
z—=+0 2

lim —
z—+0 sin
A hatarérték tehat oo — oo tipusa, ami kritikus. A L’Hospital-szabaly
alkalmazasahoz tortté kell alakitanunk. Mivel a kiilonbségben két tort
szerepel, igy a legegyszertibb, ha kdzos nevezére hozzuk Sket.

. 1 1 . sinx —x
lim (— — = lim ———

z—+0\x sinzx x—+0 T -sinx

= OO

0
Ha most megvizsgaljuk a hatarérték tipusat, akkor 6—t kapunk, hiszen

109



lim sinz —2z =sin0—-0=0
z—+0

lim z-sinzx=0-sin0 = 0.
r——+0

Teljesiilnek tehat a L’Hospital szabaly feltételei.

. sinz—=x . (sinz —xz)
lim ——— = =
a—+0 x-sinx  z—+0 (z-sinx)

. cosx — 1
= lim -
z—+01-sinx + x - cosx

Vizsgaljuk meg a kapott 0j hatarérték tipusat.

lim (cosz —1) =cos0—1=0
z—+0

lim (sinxz + x-cosz) =sin0+0-cos0=0
—40

0 .
Lathato, hogy ismét o tipust a hatarérték. Ujra alkalmazzuk a L.’Hospital-
szabélyt.

cosx — 1 _ (cosx — 1)

im ——— -
z—+0sinz + x -cosx  z—+0 (sinx + x - cos )’

—sinzx

lim .
z—+0 cosx + 1 -cosz + x - (—sinx)
Fzt a hatarértéket pedig mar behelyettesitéssel megkaphatjuk.
—sinz —sin0 0

lim - = lim - =—-—=0
z—+02cosx —x-sinx z—+02cos0—0-sin0 2

Ezzel egyenlS tehat az eredeti hatarérték is, azaz:
) 1 1
lim (— — — =0.
z—=+0 \z sinzx
1

. Feladat: Hatarozzuk meg a lim x<$_1) hatéarértéket!
z—1+4+0

Megoldas: Most egy hatvany hatéarértéke a kérdés, igy a tipus meg-
hatarozasahoz megvizsgéljuk az alap és a kitev§ hatarértékét.

Az alap hatarértéke: lim z = 1.
r—140

1 1 1
A kitevs hatarértéke: lim = = —
a—1+0z—1  (14+0)—1 +0
A hatéarérték tehat 1°° tipust, ami kritikus. Ahhoz, hogy alkalmazhas-
suk a L’Hospital-szabalyt, tortet kellene kialakitanunk. Ehhez hasz-

naljuk azt az atalakitast, ami mér szerepelt az (f(z))9™) tipusu fiigg-

vények derivalasakor. Ekkor az alapot alakitottuk at az alog.b = p
Osszefiiggés felhasznalasaval. Jelen esetben az alapban allo x-et cél-
szerti felirni e™® formaban. Ha ezt felhasznaljuk, akkor a hatarérték a
kévetkez6 modon irhato:
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lim x(”"_l) = lim (em> el
z—140 z—1+0
Mivel ismételt hatvanyozas esetén a kitevSk szorzddnak, ezt tovabb
alakithatjuk.
_1 Inz

lim (eh””) (m_l) = lim e(xfl)
z—14+0 z—14+0
Igy azt értiik el, hogy az alapban egy konstans all. Ezért ha vessziik a
hatvany hatarértékét, akkor az alapban all6 konstanst kell hatvanyoz-
nunk a kitev§ hatarértékére. Ez jelekkel leirva a kévetkezs:

(25 ()
lim e\?® = g \@=1+0
r—140

Tehat elegends méar csak a kitev§ hatarértékét vizsgalnunk. A kérdés
innentdl az alabbi:
Inx

lim .
z—=1+0x — 1
FEz mar tort, igy hatarozzuk meg a szamlald és a nevezd hatarértékeét
a tipus megallapitasdhoz.

limolna: =In(14+0)=0

r— 14+

xkrﬁ}ro(az—l):(l—i—())—l:o

0
A hatarérték tehat 0 tipusy, igy alkalmazhat6é a L’Hospital-szabaly.
1

Inz . (Inz)’ L P . 1

11m = 1m g = = 1 —
a=140z —1  a=140 (z — 1) 2-140 1 a—lt0x
Ezt a hatarértéket mar behelyettesitéssel megkapjuk.

i 1 1

lim —=-=1
z—140 T 1
Ezzel megkaptuk a kitevs hatérértékét. Ne feledjiik, az eredeti hatér-
értéket agy kapjuk, ha az e szdmot felemeljik a kitevé hatarértékére,
azaz:

1)
lim x(”"_l =el =e.
r— 140

. Feladat: Hatarozzuk meg a lirﬁo(sin x)* hatarértéket!
T—

Megoldas: Ebben a feladatban is egy hatvany hatarértéke a kérdés,
igy els6ként vizsgéiljuk meg kiilon az alap és a kitevs hatarértékét.

Az alap hatarértéke: lim sinz = sin0 = 0.

r—+0
A kitevs hatarértéke: lim x = 0.
r——+0
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Amint lathato, egy 00 tipust hatarérték a kérdés. Ez a tipus is kritikus.
Alakitsuk at megint az alapot tgy, mint az el6z6 feladatban. Most
a sinz helyett e™(inz)
alabbi alakot olti:

. x
lim (sinz)® = lim (eln(smz)) :
z—+0 z—+0

-et irhatunk. Ezt felhasznalva a hatarérték az

Mivel a kitevsk ilyen esetben szorzddnak, igy ez tovabb alakithato.

lim (eln(sm‘”))x = lim e
z—+0 z—+0
Mivel az alap konstans, igy a hatvany hatarértékét tgy kapjuk, hogy
az alapban all6 konstanst a kitev§ hatarértékére emeljiik.

(z-In(sin z))

lim e(m-ln(sinm)) — e(zlirio(x-ln(sinx))>

z—+0

Az igazi kérdés innentdl tehat a kitevd hatarértéke, azaz:

xgnio(x -In(sinz)).

Most egy szorzat hatarértékét kell meghataroznunk, igy a tipus vizs-
galatdhoz a tényezSk hatarértéke sziikséges.

lim z = +0
z—+0
xlgﬂo In(sinz) = In(sin +0) = In(+0) = —o0

A hatarérték tehat elGjelektsl eltekintve 0-oco tipusi, azaz kritikus. Ak-
kor alkalmazhatjuk a L’Hospital szabalyt, ha tortté alakitjuk. Szorzas
helyett osszunk az egyik tényez§ reciprokival. Természetesen az elsG
tényezs, azaz x az egyszertibb, igy ennek célszerd a reciprokat venni.

. . . In(sinx)
Al tnin) = By, =
T
1

Mivel lim z = 40, ezért lim — = oo. Ebbdl kovetkezSen a
z—+0

.. z—+0 2 - E
hatarérték — tipusd, tehat alkalmazhato a L’Hospital-szabaly.
00

1
lim In(sin x) — lim (ln(sinﬂ;’))/ — |y Sinz Cos
z—+0 l z—+0 1 z—+0 7i
T T 2

Ez igy nagyon bonyolult alakban van, célszer megszabadulni az eme-
letes torttsl.

—— ©COST 2
lim Sinx gy, TP COST
z—+0 z—+0 sin x

Vizsgaljuk meg a kapott Gj hatarérték tipusat.
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2

lim (—22-cosx) = —0%-cos0 =0

z—+0

lim sinxz =sin0 =0
r——+0

0
Most 0 tipusunk van, ami szintén kritikus, igy djra alkalmazhatjuk a

szabélyt.
. —x?.cosx . (—=2% - cosz)
lim ———— = lim ~———— =
z—+0  sinx z—+0  (sinz)’
. —2z-cosx — 2% (—sinz) . —2x-cosx+ 2% -sinx
lim = lim
Z—-+0 cos z—+0 cos

FEzt a hatarértéket mar behelyettesitéssel megkaphatjuk.

. —2r -cosx + a2 -sinx —2-0-cos0+0%-sin0 0 0
im = — 2
z—+0 Ccos T cos( 1
Megkaptuk tehat a kitevs hatarértékét. Az eredeti hatarértéket is meg-

kapjuk, ha az e szamot felemeljiik erre, azaz:

lim (sinz)® = e = 1.
z—+0
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8.1.

Fiiggvények menetének vizsgalata, szoveges szél-
s6érték feladatok

Alapfeladatok

. Feladat: Hol novekvé az f(x) fliggvény, ha derivaltja

flx) = (z+2)(z - 5)%7?

Megoldas: Egy fliiggvény novekedését, illetve csokkenését az elsd deri-
valt el6jelébdl tudjuk vizsgalni. Ha ugyanis egy adott helyen egy fiigg-
vény derivaltja pozitiv, akkor ott novekszik a fliggvény, ha pedig nega-
tiv a derivalt, akkor cstkken a fiiggvény. Ahol pedig 0 a derivalt, ott
lehet szélsGértéke a fiiggvénynek. Els§ lépésként mindenképpen meg
kell vizsgalnunk, mi a legb6vebb halmaz, amelyen a derivalt értelmez-
hets, majd ezen a halmazon vizsgéljuk a derivalt elGjelét. Jelen esetben
a derivalt minden valds szamra értelmezhetd, azaz Dy = IR. Ezutan
kovetkezhet a derivalt elGjelének vizsgalata. Mivel egy fiiggvény alta-
laban olyan helyen valt elGjelet, ahol értéke zérus, igy hatérozzuk meg,
hol veszi fel a derivalt a 0 értéket. Oldjuk meg tehat az f/'(z) = 0
egyenletet. Most a konkrét esetben ez a kévetkezd:

(x4 2)(z —5)2 =0.

Hasznaljuk fel, hogy egy szorzat csak tgy lehet egyenls 0-val, ha vala-
melyik tényezdje 0. Igy az egyenlet két egyszertibb egyenletre bonthato.

r+2=0vagy (r —5)2=0
Ezen egyenletek megoldéasai: x = —2 és x = 5.

Ha nem szeretnénk sokat irni, akkor ezutan célszeri egy tablazatot
késziteniink, amiben a derivalt elGjelét tiintetjiik fel, majd ebbdl a ko-
vetkeztetést az eredeti fiiggvény novekedésére illetve csokkenésére. A
derivalt zérushelyei az értelmezési tartomanyt részekre bontjak, s az
igy kapott részeken beliil biztosan nem valt elGjelet a derivalt. Ezért
a tablazat els6 sordban az értelmezési tartomény részeit adjuk meg.
A maésodik sorban tiintetjiik fel azt, hogy az adott részen milyen el6-
jeld a derivalt, s végiil a harmadik sorban kovetkeztetiink a fiiggvény
novekedésére vagy csokkenésére. A zérushelyeket is irjuk be az értelme-
zési tartomany részei kozé, mert ezeken a helyeken lehet szélsGértéke a
fiiggvénynek. Jelen esetben a két zérushely harom részre bontja a valos
szamok halmazat. A kisebb zérushelynél kisebb szamok, azaz x < —2,
két zérushely kozotti szamok, azaz —2 < x < 5, valamint a nagyobb
zérushelynél nagyobb szamok, azaz 5 < x. Ezeket a részeket jeloljik a
tablazat els6 soraban, valamint a két zérushelyet. A tablazat, egyelére
csak els6 sorat kitoltve, az alabbi médon néz ki.
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r<—2|z=2]|-2<z<b|x=>5|b<zx

f/
f

Toltsiik ki ezutan a masodik sort is. Vizsgaljuk meg, milyen elGjeld a
derivalt az értelmezési tartomény egyes részein. Azt méar tudjuk, hogy
xr = —2 és x = 5 estén a derivalt zérus, igy ezekre a helyekre 0-t frunk.
A harom intervallumon legegyszeriibben tgy donthetd el a derivalt
elGjele, ha vesziink egy szamot, ami az adott intervallumba esik, és azt
behelyettesitjiik a derivaltba. Amilyen elGjeld értéket kapunk, olyan
elGjeltd a derivalt az egész intervallumon.

Els6ként vegyiink tehat egy —2-nél kisebb szdmot, pl. legyen z = —3.
Helyettesitsiik ezt a derivaltba.

f'(=3)=(-3+2)(-3-5)2%=—64
Negativ értéket kaptunk, igy x < —2 estén a masodik sorban azt tiin-
tetjiik fel, hogy a derivalt negativ.

Vegyiink ezutan egy —2 és 5 kozé esd szamot, pl. legyen x = 0. Most
ezt helyettesitjiik a derivaltba. (Ha vélaszthatjuk a 0-t, akkor célszert
azt valasztani, mert azt konnyd helyettesiteni.)

£/(0) = (042)(0 — 5)2 =50

Pozitiv értéket kaptunk, igy —2 < x < 5 estén a masodik sorban azt
tintetjik fel, hogy a derivalt pozitiv.

Végiil vegyiink egy 5-nél nagyobb szamot, pl. legyen x = 6. Helyette-
sitsiik ezt a derivaltba.

f'(6) = (6+2)(6-5)*=8

Most is pozitiv értéket kaptunk, igy 5 < x estén a méasodik sorban azt
tlintetjiik fel, hogy a derivalt pozitiv.

Ha kitoltjiik a méasodik sort is, akkor tablazatunk a kdvetkezs:

r<-2 |z=2|-2<z<d|x=5| H<=x
1| neg. (—) 0 poz. (+) 0 poz. (+)
f

Most toltsiik ki a harmadik sort is, irjuk be az intervallumokon, hol né
és hol csokken a fiiggvény. A derivalt zérushelyeinél pedig tiintessiik fel
azt, hogy van-e, s ha igen, akkor milyen jellegti szélsGérték (SZE) van.

Ha z < —2, akkor negativ a derivalt, itt tehat csokken a fiiggvény.

Ha —2 < x < 5 vagy 5 < z, akkor pozitiv a derivalt, ezeken az inter-
vallumokon tehat né a fiiggvény.

115



Az x = —2 helyen el6jelet valt a derivalt, igy ezen a helyen van széls6ér-
téke a fliggvénynek. Mivel az x = —2 hely el6tt negativ a derivalt, azaz
csokken a figgvény, utana pedig pozitiv a derivalt, azaz né a fiiggvény,
igy ezen a helyen lokalis minimum van.

Az x = 5 helyen a derivilt nem valt elGjelet, elGtte is, és uténa is
pozitiv a derivalt, igy ezen a helyen nincs szélsGérték, itt is névekvé a
fiiggvény.

A teljesen kitoltott tablazat igy a kovetkezs:

T <=2 T =2 —-2<z<d =25 d<
| neg. (—) 0 poz. (+) 0 poz. (+)
f | esokk. (]) | lok. min. né (1) nincs SZE, n6 (1) | nd (1)

A kész tablazat alapjan mar csak valaszolnunk kell a kérdésre. Amint
lathato, a fliggvény novekszik, ha —2 < z, vagy méasképp fogalmazva,
a (—2,00) intervallumon né a fiiggvény.

. Feladat: Hol csokkend az f(z) fliggvény, ha derivaltja

oy T—3
) = x+4 ’
Megoldas: A feladat nagyon hasonlit az el6z6hoz, igy ugyanugy jarha-
tunk el. Els6 1épésként hatarozzuk meg, mely halmazon értelmezhets
a fiiggvény derivaltja. A nevezs nem lehet zérus, igy Dy = IR\ {—4}.
Ezutan oldjuk meg az f’(x) = 0 egyenletet.
r—3
r+4
Egy tort akkor 0, ha szamlaloja 0, tehat elég az x — 3 = 0 egyenlettel
foglalkoznunk. Ennek x = 3 a megoldasa.

Nézziik ezutan, milyen részekre kell bontanunk az értelmezési tarto-
ményt. Az el6z6 feladatban szerepelt, hogy a derivalt zérushelyei bont-
jak részekre az értelmezési tartomanyt, mert altaldban ezeken a helye-
ken valtozik meg a derivalt elGjele. De nem csak zérushelyen valtozhat
egy figgvény elGjele, hanem olyan helyen is, ahol nincs értelmezve.

Gondoljunk pl. az — fliggvényre, amely nincs értelmezve az x = 0

helyen. A negativ x értékekre negativ ez a fiiggvény, a pozitiv z-ekre
pedig pozitiv. Nincs tehat zérushely a 0-ban, hisz a fliggvény itt nem
is értelmezett, de a fliggvény elGjele mégis valtozik. Amikor készitjiik a
tablazatot, akkor tehat nem csak a derivalt zérushelyével kell részekre
bontani az értelmezési tartomanyt, hanem az értelmezési tartomany-
ban levd szakadasi hellyel is. Készitsiik el most a tablazatot, egyel6re

116



az elsd sorat kitoltve. A szakadasi helyen azonban a masodik és a har-
madik sorban jel6lhetjiik, hogy ott a derivalt nem értelmezett, igy a
fliggvényrsl sem tudunk semmit mondani.

r<—4|lz=—4| 4d<xrx<3|z=3|3<zx
J! X
f X

Ezutéan vizsgaljuk meg az értelmezési tartomany részein a derivalt els-
jelét, és ebbdl hatarozzuk meg, né vagy csokken ott a fliggvény.

Vegylink egy —4-nél kisebb szamot. Legyen pl. x = —5, s helyettesitsiik
ezt a derivaltba.
-5-3
! —5 = =
J1=5) —5+4
Pozitiv értéket kaptunk, tehdt x < —4 esetén pozitiv a derivalt, ebbdl
kovetkezGen itt né a fiiggvény.

Vegylink egy —4 és 3 kozé es6 szamot. Legyen pl. z = 0, s ezt is
helyettesitsiik a derivaltba.

f’(O)—O_g— 3

T 0+4 4
Negativ értéket kaptunk, tehat ha —4 < x < 3, akkor negativ a deri-
valt, s igy itt csokken a fliggvény.
Végiil vegylink egy 3-nal nagyobb szamot is. Legyen pl. x = 4, és
helyettesitsiik ezt a derivaltba.
4-3 1

! 4 = — = —
F'4) 444 8
Pozitiv értéket kaptunk, igy ha 3 < x akkor pozitiv a derivalt, tehat
ekkor né fliggvény.

Mivel a derivalt értéke az x = 3 helyen elGjelet valt, igy ezen a helyen
van lokalis szélsGértéke a fiiggvénynek. Mert a derivalt negativbol po-
zitivba megy at, igy ezen a helyen lokalis minimum van.

Ezutéan kitolthetjiikk a tablazat masodik és harmadik sorat is.

r<—4|lx=—4|-4d<x<3 r=3 3<x
f + X - 0 +
f 0 X 1 lok. min. T

A kitoltott tablazat alapjan valaszolhatunk a feladat kérdésére. A fligg-
vény csokken, ha —4 < x < 3. Masképp fogalmazva, a fliggvény a
(—4, 3) intervallumon csokkend.
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3. Feladat: Hol és milyen jellegii szélsGértéke van az f(x) fliggvénynek,
ha derivaltja f'(z) = (z — 2)? - Inx?
Megoldas: Az el6z6 két feladat megoldésabol lathattuk, hogy egy
fliggvény szélsGértékeinek meghatérozasahoz is azokra a lépésekre van
sziikség, mint a novekedés és a csokkenés vizsgalatahoz. Igy jarjunk el
hasonléan, mint az el6z8 két feladatban. Els6ként vizsgaljuk meg, mely
halmazon értelmezhet§ a fiiggvény derivaltja. Most a In miatt ki kell
kétniink, hogy x csak pozitiv értékeket vehet fel, igy Dy = RT.

Ezutan oldjuk meg az f’(x) = 0 egyenletet.

(r—2)2-lnz=0

Arra hivatkozunk, hogy szorzat csak akkor lehet zérus, ha valamelyik
tényezdje 0. Igy az egyenletet egyszertibb egyenletekre bontjuk.
(r—2)2=0vagy Inz =0

Az els6 egyenlet megoldésa nyilvan x = 2.

A masodik egyenlet mindkét oldalat tekintsiik tigy mint kitevét, s az e
szamot emeljiik fel ezen kitevskre. Igy a bal oldalon olyan kompoziciot
kapunk, amiben egy fliggvény és inverze szerepel, igy ott egyszertien x
all.

hz=0 <= "= — 2=1

A derivalt zérushelyei tehéat az 1 és a 2.

Ezutéan elkészithetjiik a tablazatot, egyel6re csak az elsé sort kitoltve.
Figyeljiink oda, hogy az értelmezési tartomény most csak a pozitiv

valos szamok halmaza. Igy az elsG részben nem elég x < 1-et irni, ott
0 < = < 1-nek kell szerepelni.

O<z<l|z=1|1l<2x<2|2=2|2<2x

fl
f

FEzutéan vizsgaljuk a derivalt el§jelét az egyes részeken, s ebbdl kovetkez-
tessiink a novekedésre vagy a csOkkenésre.

A 0 < x < 1 egyenléGtlenségnek eleget tesz pl. az z = 0.5
f'(0.5) = (0.5 —2)? - In0.5 ~ —1.56

A derivalt értéke itt negativ, tehét ezen az intervallumon csokken a
fliggvény.

Az 1 < x < 2 egyenl6Stlenségnek pl. az x = 1.5 tesz eleget.
f/(1.5) = (1.5 — 2)? - In 1.5 ~ 0.101

A derivalt értéke ezen a helyen pozitiv, ebbdl kovetkez&en ezen az in-
tervallumon né a fliggvény.
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Végiil a 2 < z egyenl6tlenségnek eleget tesz pl. az x = 3.
f'(3)=(3-2)?2-In3~1.10
A derivalt pozitiv ezen a helyen, igy itt is né a fiiggvény.

Az x = 1 helyen a derivalt elGjele megvaltozik, igy itt a fliggvénynek
lokéalis szélsGértéke van. Mivel a derivalt negativboél pozitivba megy at
ezen a helyen, igy itt lokdlis minimuma van a fiiggvénynek.

Az x = 2 helyen a derivalt nem valt elGjelet, igy ezen a helyen nincs
szélsGértéke a fliggvénynek. Mivel elGtte és utana is pozitiv a derivalt,
igy ezen a helyen is n§ a fiiggvény.

Toltsiik ki ezutan a tdblazat masodik és harmadik sorat is.

O<ax<l1 =1 l<ax<?2 =2 2<zx
1! — 0 + 0 +
f N lok. min. T nincs SZE, 1 T

A fliggvénynek tehat csak az © = 1 helyen van lokalis szélsGértéke, ahol
lokalis minimuma van.

. Feladat: Hol konvex az f(z) fliggvény, ha masodik derivaltja
f'(@) = (z = 1)(x +6)>?

Megoldas: Amikor egy fliggvényt olyan szempontbdl vizsgalunk, hogy
hol konvex, illetve hol konkav, akkor ugyanigy jarhatunk el, mint a
novekedés és csokkenés vizsgalatdnal. Ilyenkor azonban a mésodik de-
rivalt elGjelével kell foglalkoznunk. Ahol ugyanis pozitiv egy fiiggvény
mésodik derivaltja, ott konvex a fiiggvény, ahol pedig negativ a maso-
dik derivalt, ott konkav a fiiggvény. Természetesen ilyenkor azzal kell
kezdeniink, hogy megallapitjuk, hol értelmezheté a masodik derivalt,
és ezen a halmazon vizsgaljuk az elGjelét. Jelen esetben minden va-
l6s szamra értelmezheté a mésodik derivélt, azaz Dyr = IR. Ezutan
hatarozzuk meg a maéasodik derivalt zérushelyeit, azaz oldjuk meg az
1" (z) = 0 egyenletet.

(z—1)(z+6)°=0

Mivel szorzat egyenld 0-val, igy ez két egyenletre bonthato.
r—1=0vagy (v +6)3=0

Ezen egyenletek megoldésai: x =1 és x = —6.

Most hasonl6 tablazatot célszerd késziteniink, mint amikor névekedés
és csokkenés, azaz monotonitas szempontjabol vizsgaltunk fiiggvényt.
Annyi csak a valtozas, hogy a mésodik sorban nem az elsé, hanem a
masodik derivalt elGjelét tiintetjiik majd fel. Természetesen az értelme-
zési tartomanyt most a mésodik derivalt zérushelyei bontjak részekre,
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hiszen ezeken a helyeken valtozhat meg a masodik derivalt elGjele. Ha
egyel6re csak az els§ sort toltjiik ki, akkor tablazatunk az alédbbi lesz.

r<—-6|rz=-6|-6<zxrx<l|z=1|1<x

fl/
f

Ezutéan vizsgaljuk meg a méasodik derivalt elGjelét az értelmezési tarto-
many egyes részein. Ezt végrehajthatjuk tigy, ahogyan a korabbiakban
vizsgaltunk elGjelet, azaz mindegyik részbdl kivalasztottunk egy szé-
mot, és azt behelyettesitettiik. Mivel azonban a méasodik derivalt egy
szorzat, igy megtehetjiik azt is, hogy kiilon vizsgaljuk az egyes tényezdk
elGjelét, és ebbdl kovetkeztetiink a szorzat elGjelére.

Ha pl. x < —6, akkor nyilvan x — 1 < 0, azaz a derivalt els§ tényezGje
negativ. Persze ekkor z+6 < 0 is teljesiil, amibdl (z+6)3 < 0 is kovet-
kezik, tehat a méasodik tényezs is negativ. Két negativ szam szorzata
pedig pozitiv, azaz ¢ < —6 esetén pozitiv a mésodik derivalt, s ebbdl
kovetkezden itt konvex a fliggvény.

Hasonlbéan, ha —6 < z < 1, akkor t — 1 < 0, és 24+ 6 > 0 <
(x4 6)% > 0, azaz a szorzat egyik tényezGje negativ, masik tényezsje
pedig pozitiv, tehat ekkor negativ a masodik derivalt. Ez azt jelenti,
ezen az intervallumon konkév a fliggvény.

Végiil ha 1 < x, akkor x —1 > 0,és2+6 >0 <= (v+6)3 >
0, tehat mindkét tényezd pozitiv, s igy a masodik derivalt is pozitiv.
Ennek kiévetkeztében ezen az intervallumon konvex a fliggvény.

Mivel a méasodik derivalt mindkét zérushelyében (z = —6, 2 = 1) meg-
valtozik a mésodik derivalt elGjele, igy mindkét helyen inflexioés pontja

van a fiiggvénynek.

Ezek alapjan méar kitolthetjiik a tablazat méasodik és harmadik sorat
is.

< —6 r=—-6| 6<zx<l|z=1 1<z
1" + 0 — 0 +
f | konvex (~—) | infl. p. | konkav (—) | infl. p. | konvex (~—)

Legvégiil adjunk valaszt a feladat kérdésére. Amint a tablézatbol lat-
hato, a fiiggvény konvex, ha x < —6 vagy ha 1 < z. Ugyanezt ugy is
irhatjuk, hogy a fiiggvény a (—oo, —6) |J(1, c0) halmazon konvex.

. Feladat: Hol konkav az f(z) fliggvény, ha mésodik derivaltja
5I

@ = e 5"
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Megoldas: Az el6z6 feladat megoldasaban ismertetettek szerint jarunk
el. Vizsgaljuk meg, mely halmazon értelmezhetd a fliggvény masodik
derivaltja. Mivel a nevez6ben nem allhat 0, igy © +3 £ 0 és x — 4 #
0. Ezekbdl kovetkezik, hogy x # —3 és © # 4. A mésodik derivalt
értelmezési tartomanya tehat: Dypr = IR\ {—3,4}.
Ezutan oldjuk meg az f”(x) = 0 egyenletet.

5ZE
(x+3)(x—4)
Tort csak tigy lehet zérus, ha a szamlaldja zérus, igy egyszertibb egyen-
letet kapunk.
5 =0

Ennek az egyenletnek azonban nincs megoldasa, hiszen 5% értéke pozi-
tiv minden valos x esetén. A maéasodik derivaltnak tehat nincsen zérus-
helye.

=0

Mivel egy fliggvény elGjele ott is valtozhat, ahol a fliggvény nincs ér-
telmezve, igy bar nincs a masodik derivaltnak zérushelye, de az ér-
telmezési tartoményt a szakadasi helyek mégis részekre bontjak. Ha
elkezdjiik kitolteni a szokasos tablazatot, akkor most a kovetkezst kap-
juk.

r< -3 |lrx=-3| 3<zx<4d|lz=4|4<zx
fl/ X
f X

X
X

A szakadasi helyeken egybdl jelolhettiik, hogy mivel ott nem létezik a
mésodik derivalt, igy a fliggvényrsl sem mondhatunk semmit.

Vizsgaljuk ezutdn az egyes részeken a méasodik derivalt elGjelét. Most
olyan tortiink van, melynek szamlal6ja minden = esetén pozitiv, igy
csak a nevezdt kell vizsgalnunk, ami egy szorzat. Itt megtehetjiik, hogy
kiilon vizsgaljuk a tényezsk elGjelét.

Ha x < —3, akkor £ +3 < 0 és z — 4 < 0, tehat a nevezs6 pozitiv, igy
a masodik derivalt is pozitiv. Ebbdl kévetkezden a fiiggvény konvex.

Ha —3 <z < 4, akkor z+3 > 0 és x—4 < 0, tehat a nevezs negativ, igy
a masodik derivalt is negativ. Ebbdl kévetkezden a fiiggvény konkav.

Ha pedig 4 < x, akkor x+3 > 0 és x—4 > 0, tehat a nevezs pozitiv, igy
a masodik derivalt is pozitiv. Ebbdl kovetkezGen a fliggvény konvex.

Immaron kitoltethetjiik a teljes tablazatot.

Il
W

=-3| 33<zx<4d|x
X _
X

~~

fl/
f

r< -3 |z 4<x
+ +

> <
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A téablazatbol kiolvashato, hogy a fiiggvény a (—3,4) intervallumon
konkav.

. Feladat: Hol van inflexiés pontja az f(z) figgvénynek, ha méasodik
derivaltja f"(x) = (x —7)% - (e* —1)?

Megoldas: Most is a masodik derivalt értelmezési tartomanyanak vizs-
galataval kezdjiik. Jelen esetben ez az Gsszes valos szam, azaz Dyr = IR.

Oldjuk meg az f”(z) = 0 egyenletet. Egy fliggvénynek ugyanis ott
lehet inflexi6s pontja, ahol a mésodik derivéltja 0.

(x—7)8-(e*—-1)=0
Mivel a bal oldal szorzat, ezt egyszertibb egyenletekre bontjuk.
(x—T7)0 =0vagy e* —1=0

Az els6 egyenlet megoldasa nyilvian z = 7. A masodik egyenletet ren-
dezziik at.

er—1=0 <+ e¢e'=1
Vegyilik mindkét oldal logaritmusat.
In(e”) =1In1

Mivel a bal oldalon egy fliggvény és az inverze all egy Gsszetételben,
igy ott valojaban egyszertien x szerepel.

r=Inl=0
A masodik egyenlet megoldasa igy x = 0.
Két zérushelye van tehat a mésodik derivaltnak, az x =0¢és az z = 7.

Ezek utan a tablazat elsé sora kitolthetd.

<0 |xz=0|0<ax<T|x="7|7T<zx

f//
f

Vizsgaljuk ezutan a masodik derivalt elGjelét. Mivel olyan szorzat, ami-
nek elsé tényez6je nem vesz fel negativ értéket, hiszen paros kitevsji
hatvany, igy csak a méasodik tényezé elGjelével kell foglalkoznunk.

Ha =z < 0, akkor e* < 1, ezért e — 1 < 0. Ekkor tehat negativ a
maéasodik derivalt, s itt konkav a fiiggvény.

Ha 0 < z < 7, akkor e® > 1, ezért e —1 > 0. Igy itt pozitiv a méasodik
derivalt, tehat konvex a fliggvény.

Ha 7 < x, akkor e* > 1, ezért €* — 1 > 0. Igy itt is pozitiv a masodik
derivalt, tehat itt is konvex a fliggvény.

122



8.2.

Amint lathatd, a masodik derivalt zérushelyei koziil az x = 0 helyen
elGjelet valt a mésodik derivalt, igy itt inflexiés pontja van a fliggvény-
nek. Viszont az © = 7 helyen a mésodik derivalt nem valt elGjelet, igy
itt nincs inflexios pont.

Toltsiik ki a teljes tablazatot.

z<0] z=0 |0<2<T7 =17 T<z
o 0 + 0 +
f | ~ |inflp — nincs infl. p, — | —

A fiiggvénynek tehat az x = 0 helyen van inflexiés pontja.

Osszetett feladatok

. Feladat: Vizsgaljuk meg monotonitéas és szélsGérték szempontjabdl az
2

x .. .
flx) = m fliggvényt!

Megoldas: Amikor egy fliggvényt valamilyen szempontbél vizsgalunk,
akkor els6ként mindig az értelmezési tartomanyt kell meghataroznunk.
Jelen esetben ki kell kétniink, hogy a nevezd nem lehet 0, s ebbdl az
kovetkezik, hogy « # —1.

A fiiggvény értelmezési tartomanya tehat: Dy = IR\ {—1}.

A monotonitéas vizsgalata azt jelenti, hogy meghatéarozzuk, hol ng, hol
csokken a fliggvény. Ehhez el§ kell allitanunk a fliggvény derivaltjat.
Alkalmazzuk a tortekre vonatkozo derivalasi szabélyt.
) = 22 - (x +1)%2 — 22 - 2(x + 1)
((z+1)2)°
Ez ilyen forméban nagyon cstinyan néz ki, ezért probaljunk alakitani
rajta. Emeljiink ki a szamlaloban, amit csak lehet, a nevez6t pedig
irjuk egyetlen hatvanyként.
() = 2z(z + 1)[(x —Zl) — ]
(r+1)
Ezutén egyszertisitsiink, és a szogletes zarojelen beliil vonjunk 6ssze.

, 2z
f'(x) = m
A derivalt minél egyszertibb alakra hozasa azért fontos, mert ezutan
meg kell oldanunk az f/'(z) = 0 egyenletet, valamint vizsgalnunk kell
majd a derivalt elGjelét. Ha a derivalt bonyolult alakban van felirva, ak-
kor mind az egyenlet megoldasa, mind az elGjel vizsgalata nehézségekbe
iitkozik. Altalaban elmondhatjuk, hogy ha lehetség van kiemelésre,
akkor ezzel a lehetGséggel élni kell, s tortek esetében egyszertsitsiink,
ha erre lehetGség van.
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Most oldjuk meg az f'(z) = 0 egyenletet, hogy megkapjuk, hol lehet
szélsGértéke a fiiggvénynek.

2x
(x+1)3
Tort csak tugy lehet egyenld O-val, ha szdmlaloja 0, igy egyszertibb
egyenletet kapunk.

0

20 =0 <«<— z=0

Ezutan a szokdsos modon tablazatot készithetiink. Els6ként csak az
els@ sort toltsiik ki, melyben feltiintetjiik az értelmezési tartomany ré-
szeit, melyeken beliil mar nem valtozik a derivalt el§jele. Az értelmezési
tartomanyt a derivalt zérushelye és az értelmezési tartoményban levs
szakadas bontja részekre.

r<-1l|z=-1]|-1<ax<0|z=0|0<2x
f! X
f X

Most vizsgaljuk meg a derivalt elGjelét az egyes részeken. A derivalt
tort, igy kiilon vizsgalhatjuk a szamlélo és a nevezd elGjelét, amibdl
kovetkeztethetiink a tort elGjelére.

Ha x < —1, akkor a szamlalo, azaz 2 negativ, és a nevezd, azaz (z+1)3
is negativ, igy a derivalt ekkor pozitiv. Ebben az eesetben tehéat né a
fliggvény.

Ha —1 < 2 < 0, akkor 2z negativ, de (z + 1)3 pozitiv, igy negativ lesz
a derivalt. A fliggvény tehat ekkor csékken.

Ha 0 < x, akkor 2z is pozitiv, és (x + 1) is pozitiv, azaz pozitiv lesz
a derivalt. Ebbdgl kovetkezben itt nd a fliggvény.

Az x = 0 helyen a derivalt elGjele megvaltozik, igy itt szélsGértéke van

a fliggvénynek. Mivel a derivalt negativbol pozitivba megy at ezen a
helyen, igy itt lokalis minimuma van a fiiggvénynek.

Készitsiik el a teljes tablazatot.

r<—-1lxz=-1|-1<zx<0 =0 O<z
f + X — 0 +
f T X J lok. min. T

A tablazattal igy megadtuk, hogy hol nd, és hol csdkken a fliggvény,
valamint hol, milyen jellegli szélsGértéke van. Mar csak egyetlen fel-
adatunk van, megadni a szélsGérték nagysigit. Helyettesitsiik be a
fliggvénybe azt a helyet, ahol szélsGértéke van.
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02
0)=———=0
1(0) (0+1)2
A lokalis minimum értéke tehat 0.
1
. Feladat: Vizsgaljuk meg konvexitéas szempontjabol az f(z) = e® fligg-
vényt. Adjuk meg az inflexios pont(ok) koordinatait is!

Megoldas: Els6ként most is a fiiggvény értelmezési tartoméanyat kell
vizsgalnunk. Mivel nevez6 nem lehet zérus, igy ki kell kotniink, hogy

x #0, azaz Dy = IR\ {0}.

Ezutan allitsuk el6 a fliggvény méasodik derivaltjat, mert a konvexitas
vizsgalatahoz erre lesz sziikségilink. Az elsd derivalt elGallitasakor Gssze-
tett fliggvényt derivalunk. Kiilsg fliggvény az e®, belss fiiggvény pedig

f@=e (1) =t @) = ()

X

A masodik derivalas soran a szorzatra vonatkozo szabalyt hasznaljuk.
1 1

= {e; : (—xQ)} (=27?) + e% (2273) =e

Amint az kordbban maér szerepelt, ilyenkor célszerd kiemelni, amit csak
lehet. Figyeljiink oda, hogy a hatvanyokbdl azt emeljiik ki, ahol kisebb
a kitevs, s ez most az z~*. Ha pedig az £73-bol kiemeliink z~4-t, akkor
ott x fog maradni.

8=

1
st 42 3

1
f"(z)=e” -z7* (1 +22)
A negativ kitev6s hatvany helyett tortet is irhatunk. Igy a masodik
derivalt a kovetkez§ alakot olti:
142
1 _ x
f (x) =€ - !
Miutan a mésodik derivaltat sikeriilt egyszertibb alakra hozni, oldjuk
meg az f”(x) = 0 egyenletet.

L1422
e - —_—

x

Az els6 tényez6 nem lehet egyenls 0-val, hiszen az exponencialis fiigg-
vény csak pozitiv értékeket vesz fel. Ennek kiovetkeztében elég csak a
masodik tényez6ben lev§ tortet vizsgalnunk.

1+ 2x
4

=0

=0
x

De a tort csak ugy lehet 0, ha a szamlaloja 0, igy az egyenlet még
tovabb egyszertisodik.
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14+2x=0
Ennek megoldasa pedig x = —0.5.

Ezutén elkészithetjiik a tablazatot, kitoltve az els6 sort. Az értelme-
zési tartomanyt egyrészt a mésodik derivalt zérushelye, mésrészt az
értelmezési tartomanyban levs szakadési hely osztja részekre.

< —-05|z=-05|-05<z<0|x=0|0<zx

f//
f

X
X

Vizsgaljuk ezutan a masodik derivalt elGjelét a kiillonb6zd részeken. Az
1

e”, valamint az 2% csak pozitiv értékeket vehet fel, igy elég csak az
1+ 2z elGjelét vizsgalnunk.

Ha z < —0.5, akkor 1 + 22 < 0, igy a derivalt negativ, s ebbdl kovet-
kez6en itt konkav a fiiggvény.

Ha —0.5 < 2 < 0, akkor 1 + 2z > 0, s ezért itt konvex a fliggény.
Ha pedig 0 < z, akkor 1 4 2z > 0 ismét, igy itt is konvex a fliggvény.

Az x = —0.5 helyen elgjelet valt a masodik derivalt, igy ezen a helyen
inflexiés pontja van a fliggvénynek.

Toltsiik a teljes tablazatot.

r<—-05|x=—-05]| -05<x<0|lxz=0|0<zx
f’ - 0 + X +
/ ~ infl. p. — X —

Ezutédn mar csak az inflexidés pont masodik koordinatajat kell megha-
taroznunk. Ehhez helyettesitsiik be a fliggvénybe az © = —0.5 értéket,

ahol az inflexiés pont van.
1

f(=0.5) =e " =72

Az inflexiés pont koordinatai tehat: (—0.5,e72)

. Feladat: Végezziink teljes fiiggvényvizsgélatot az f(z) = In(a? + 1)
fliggvényen!

Megoldas: Egy teljes fliggvényvizsgilat soran minden olyan szem-
pontbol elemezziik a fliggvényt, amirdl korabban méar sz6 esett. Cél-
szer pontokba szedni a vizsgalat 1épéseit, nehogy valami elmaradjon.
A vizsgalati szempontok egy lehetséges csoportositasa a kovetkezd:

(a) Az értelmezési tartoméany meghatéarozasa.
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(b)
(c)
(d)
(e)
(f)
(g)
(h)

A grafikon és a tengelyek kozos pontjainak meghatarozésa.
Szimmetria tulajdonsagok vizsgélata.

Hatarértékek az értelmezési tartomény szélein.
Monotonitas és szélséérték vizsgalata.

Konvexitas vizsgélata, inflexiés pontok meghatarozasa.
Grafikon rajzolésa.

Az értékkészlet meghatarozésa.

Hajtsuk most végre ezeket a 1épéseket a konkrét feladat esetén

(a)

(b)

Az értelmezési tartomany meghatéarozasa.

Mivel 22 4+ 1 > 0 minden valos z-re, ezért D r=IR.

A grafikon és a tengelyek kozos pontjainak meghatarozésa.

A fliggvény grafikonja és az y tengely metszéspontjat az egysze-
riibb meghatarozni. Ha a 0 eleme az értelmezési tartoménynak,
akkor be kell helyettesitentink a fiiggvénybe. (A grafikon az y ten-
gelyet legfeljebb egy pontban metszheti.)
f(0)=In(0*+1)=In1=0

A grafikon és az x tengely t6bb helyen is metszheti egymést. Ezen
metszéspontok helyét az f(x) = 0 egyenlet megoldésai adjak, azaz
ilyenkor a fiiggvény zérushelyeit hatarozzuk meg. Jelen esetben az
alabbi egyenletet kell megoldanunk.

In(x? +1) =0

Tekintsiik mindkét oldalt kitevének, s emeljiik fel az e szamot a
kitevdre.

2
eln(z+1) 0

=e
A bal oldalon fiiggvény és inverze all egy Osszetételben, igy ott
valojaban csak az argumentum, azaz x> + 1 all.

224+1=€e'=1

Ennek az egyenletnek pedig nyilvanvaléan csak az x = 0 a megol-
dasa. A fiiggvénynek tehat most csak egy zérushelye van, és ez az
x = 0. A fiiggvény grafikonja tehat atmegy az origon, igy egyetlen
helyen van kozos pontja az = és az y tengellyel. Mivel kordbban
mar kidertilt, hogy f(0) = 0, igy elére tudhattuk, hogy az =z = 0
zérushely lesz. Az egyenlet megoldaséaval azt igazoltuk, hogy csak
ez az egyetlen zérushely létezik.

Szimmetria tulajdonsagok vizsgélata.

Mivel tudjuk, az x? + 1 paros fiiggvény, s jelen esetben ez a
bels fiiggvény egy Gsszetett fiiggvényben, igy sejthetd, hogy fiigg-
vénylink paros lesz. Igazoljuk ezt. Egy fiiggvény akkor péaros, ha
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minden z € Dy esetén —x € Dy is teljesil, és f(—z) = f(x)
minden x € Dy esetén. Ennek teljesiilését kell ellenérizniink.
f(=z)=In((-2)?+1) =ln (2 + 1) = f(x)

Ez minden x € Dy esetén teljesiil, tehat valoban paros a fiiggvény.
A grafikonja igy szimmetrikus lesz az y tengelyre.

Hatarértékek az értelmezési tartomany szélein.

Mivel az értelmezési tartomény a valés szdmok halmaza, igy két
hatarértéket kell csak vizsgalnunk, egyrészt a —oo-ben, méasrészt
pedig a +oo-ben. Mert Osszetett fliggvény hatarértékét kel vizsgal-
nunk, igy elGszor a belst a belss fliggvény hatarértékét hatarozzuk
meg, majd vessziik a kiils§ fiiggvény hatarértékét azon a helyen,
ahova a belsé fiiggvény tart.

Els6ként a —oo-ben nézziik a hatarértéket.
lim (224 1) =00
T——00
Legyen t = 22 + 1.
lim In (2?4 1) = lim Int = oo
T—r—00 t—00
Teljesen hasonléan jarunk el a +oo-ben is.
lim (224 1) = 00
T—00
Legyen t = 22 4 1.
lim In (22 + 1) = lim Int = oo
T—+00 t—o00
Mivel a fliggvény paros, igy el6re tudhattuk, hogy a —oo-ben és
a 4oo-ben meg fog egyezni a hatarérték.
Monotonitas és szélsGérték vizsgalata.
Derivaljuk a fliggvényt. Az Gsszetett fliggvényekre vonatkozé sza-
balyt hasznaljuk.

1 / 1 2x
’ 2
= . 1 = — 2 =
F@) =57 (+*+1) I
Oldjuk meg az f’(x) = 0 egyenletet.
2r 0
r24+1

Csak a szamlalot kell vizsgalnunk, igy a 2o = 0 egyenletet kapjuk,
aminek nyilvin x = 0 az egyetlen megoldasa.

Készitsiik el a szokéasos tablazatot. A derivalt nyilvan negativ, ha
x < 0, és pozitiv, ha 0 < z. Az z = 0 helyen a derivalt elGjele
valtozik, s mivel negativbol pozitivba megy at, igy ezen a helyen
lokalis minimum van. To6ltsiik ki egybdl a teljes tablazatot.

z <0 z=0 O<x
f! — 0 +
f d lok. min. T
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A minimum értékét megkapjuk, ha a fliggvénybe 0-t helyettesi-
tliink. Mivel ezt mar korabban megtettiik, igy tudjuk, hogy

f(0)=0.

Nem csak athalad tehat az origon a fiiggvény hanem itt lokalis
minimuma is van. Ha végigondoljuk, akkor viszont ez a minimum
nem csak lokalis, hanem globalis is, azaz a fliggvény a teljes ér-
telmezési tartomanyan itt veszi fel a legkisebb értéket. Ez azért
van igy, mert a fiiggvény minden x < 0 esetén csokken, és minden
0 < z esetén né.

(f) Konvexitas vizsgalata, inflexiés pontok meghatarozésa.

Allitsuk el6 a masodik derivaltat is. Most a tortekre vonatkozo
szabalyt kell alkalmaznunk.
() = 2-(a?+1) —2x-2z  2—22?

(22 +1)° (a2 4 1)
Oldjuk meg az f”(z) = 0 egyenletet.
2—22%
(a2 +1)°

Ismét csak a szamlaloval kell foglalkoznunk, igy a 2 — 222 = 0
egyenletet kapjuk.

Ebbél az 22 = 1 egyenlet kovetkezik, aminek megoldésai o = +1.
A maésodik derivalt elGjelének vizsgalatakor nyilvan csak a szam-
laloval kell foglalkozni, hisz a nevez§ biztosan pozitiv.

Mivel a 2 — 222 olyan masodfoku fiiggvény, amelyben a fSegyiitt-
hato negativ, igy a két gyok kdzott vesz fel pozitiv, s a kisebb gyok
el6tt ill. a nagyobb gyok utan negativ értékeket. Igy az alabbiakat
mondhatjuk.

Ha z < —1, akkor f”(z) < 0.

Ha —1 <z < 1, akkor f”(z) > 0.

Ha 1 < z, akkor f"(z) < 0.

Készitsiik most el a konvexitasrol a tablazatot.

r<—1|lz=—-1|-1l<zx<l| 2=1|1<x
f// _ 0 + 0 _
f —~ infl. p. — infl. p. —~

Hatérozzuk meg az infelexiés pontok masodik koordinatait. He-
lyettesitsiik a fliggvénybe az inflexiés pontok helyét, azaz a +1-et.
Mivel a fliggvény péaros, igy nyilvan meg fog egyezni a két helyen
a fliggvény értéke.

f(=1)=f(1)=In(12+1) =1n2 ~ 0.693

(g) Grafikon rajzolasa.
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13. dbra. Az f(z) = In (2% + 1) fiiggvény grafikonja

Az eddig megszerzett informéaciok alapjan vazlatosan megrajzol-
hatjuk a fliggény grafionjat. Elgszor jeloljiik meg a nevezetes pon-
tokat a koordindta rendszerben. Ilyenek a tengelymetszetek, a
szélséértékek, és az inflexios pontok. Ezutan felhasznalva a hatér-
értékeket, a monotnitasi és konvexitési viszonyokat vazoljuk a gra-
fikont. Igy az abran lathato alaka grafikont kapjuk.

(h) Az értékkészlet meghatarozasa.
Az abrarol leolvashatd, hogy 0 a legkisebb érték, melyet felvesz a
fiiggvény, s ennél minden nagyobb értéket felvesz. Igy a fiiggvény
értékkészlete a kovetkezs:

Ry =10,00).

4. Feladat: Mekkoranak kell valasztani egy 20 cm kertilet téglalap oldala-
it, hogy teriilete maximalis legyen? Mekkora ez a maximalis teriilet?

Megoldas: Most egy szoveges szélsGérték feladatot kell megoldanunk.
Az ilyen feladatokban nagyon gyakran geometriai feltételekkel meghata-
rozott mennyiség legnagyobb, vagy legkisebb értékét keressiik. Ekkor
elsé lépésként fel kell irnunk, egy altalunk valasztott fiiggetlen véltozo
fliggvényében azt a mennyiséget, aminek a szélsGértékét keressiik. Ez-
utan meg kell hatarozni a feladat feltételeibdl, hogy a fiiggetlen véltozo
milyen értékeket vehet fel. Az igy kapott, szdveg szerinti értelmezési
tartomanyon kell aztan megkeresniink a fliggvény szélsGértékeit a ko-
rabban megismert moédon.

Ezutan térjiink a4t a konkrét feladat megoldaséara. Jeloljik a téglalap
egyik oldalat x-szel, a méasikat pedig y-nal. Ekkor a téglalap teriilete:

T = xy.
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Igy felirva a teriiletet, két valtozo mennyiség szerepel. Azonban a két
valtozo kozott kapcesolat van, hiszen a keriilet 20 cm. Irjuk fel a kerii-
letet az oldalakkal.

K =20=2z+2y
Ebbdl az 6sszefliggéshdl az egyik valtozo, pl. y kifejezhetd.
y=10—2

Ha pedig ezutan behelyettesitiink y helyére a teriiletet leiré Osszefiig-
gésben, akkor méar egyvéltozos figgvényt kapunk. Ekkor mar jelolhet-
jiik is, hogy a teriilet az x valtozo fiiggvénye.

T(z) = 2(10 — x) = 10z — z?

Ezzel olyan fiiggvényt kaptunk, ami a teriilet valtozésat irja le az egyik
oldal fiiggvényében.

Hatarozzuk meg ezutédn, hogy milyen hatérok koézott vehet fel értéke-
ket a valtozo. Nyilvanvald, hogy az x > 0 feltételnek teljesiilni kell,
hiszen egy téglalap oldala csak pozitiv lehet. Az z-nek azonban 10-nél
kisebbnek is kell lennie, hiszen a téglalap maésik oldala 10 — x, és ennek
is pozitivnak kell lenni. Igy a véltozora a 0 < = < 10 feltételt kapjuk.
Ezen a halmazon kell keresniink a fenti T'(x) fiiggvény maximumat.
Ehhez allitsuk el§ a fliggvény derivaltjat.

T'(z) = 10 — 2z
Megoldjuk a T"(z) = 0 egyenletet.
10-22=0 <= x=5

A derivaltnak a zérushelye a (0, 10) intervallumba esik, igy szoba johet,
mint lehetséges maximum hely. Annak eldontésére, hogy az = = 5
helyen val6ban maximuma van-e a teriiletnek, célszert elkésziteni a
szokasos tablazatot.

Az elst sor kitoltésekor vegyiik figyelembe a 0 < z < 10 feltételt.

A derivalt elGjelének vizsgalatat immar nem részletezziik, mert nyil-
vanval6é, hogy melyik intervallumon pozitiv ill. negativ a derivalt.

O<z<d r =25 5 <z <10
T + 0 —
T T lok. max. J

Az x = 5 helyen tehat lokalis maximuma van a fliggvénynek. S&t ez
a 0 < x < 10 feltétel mellett nem csak lokalis maximum, hanem ezen
a halmazon ez globalis maximum is, hiszen x < 5 esetén végig né a
fliggvény, = > 5 esetén pedig végig csékken.
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A teriilet tehat akkor lesz maximalis, ha az egyik oldal 5 cm hossziséagi.
Persze ekkor a mésik oldal hossza is 5 cm, azaz a téglalap ekkor négyzet.

A maximalis teriiletet kell még meghataroznunk. Helyettesitsiik be a
maximum helyét a fiiggvénybe.

T(5) =5(10 —5) =25
A teriilet maximuménak értéke tehat 25 cm?.

Megjegyzés: Az ilyen feladatokban nem egyértelmt, hogy mit valasz-
tunk fiiggetlen valtozonak. Jelen feladatban elég egyértelmi volt, hogy
a téglalap egyik oldalat célszerd valasztani, de eljarhattunk volna més
modon is. Mivel a két oldal 6sszege 10, igy az egyik oldal ugyanannyival
rovidebb 5-nél, mint amennyivel a masik hosszabb 5-nél. Valaszthat-
tuk volna valtozénak ezt a mennyiséget is, amivel az oldalak az 5-t6l
eltérnek. Természetesen ekkor masik fiiggvény irja le teriiletet, és més
a szoveg szerinti értelmezési tartomany is.

. Feladat: Egy 10 cm sugart, 20 cm magassagu egyenes korkiipba hen-
gert frunk tgy, hogy forgéstengelye megegyezik a kiip forgastengelyével,
alapkore a kip alapkorére esik, fedGkore pedig érinti a kup paléstjat.
Mekkora legyen a henger sugara és magassaga, hogy térfogata maxi-
malis legyen? Mekkora a maximalis térfogat?

Megoldas: Jeloljiik a henger sugarat r-rel, magassagat pedig h-val.
Ekkor a henger térfogata, aminek szélsGértéke kell, hogy legyen, az
alabbi modon irhato fel:

— 2
Vhenger = mr<h

Ebben két valtozé van, hiszen ha valtozik a henger sugara, akkor a
magassag is valtozik. Amint az el6z6 feladatban, igy itt is Osszefliggést
kell keresniink a két valtoz6 kozott. Ehhez sziikségiink lesz egy abrara.
Képzeletben vagjuk el a kiipot és a hengert egy a kozos forgastengelyre
illeszked6 sikkal, és a sikmetszetrdl készitsiink abrat. Ezen metszeten a
kip nyilvan egyenld szari haromszognek latszik majd, a henger pedig
egy olyan téglalapnak, amely ezen haromszogbe van irva gy, hogy két
cstcsa az alapra, méasik két cstcsa pedig egy-egy szarra esik.

Az abrarél nyilvanvalo, hogy a K BC' derékszogi haromszog hasonl6 a
DBE derékszogii haromszoghoz, igy a két haromszégben megegyezik
a befogok aranya. Irjuk ezt fel.

h 20 5
100—r 10
Fejezziik ki ebbdl h-t az r-rel.
h=20-2r

Helyettesitsiik be ezt a henger térfogataba, s igy olyan fiiggvényt ka-
punk, amiben mér csak r lesz a valtozo.
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14. abra. A kip és a henger metszete

V(T’) = 777'2(20 - 27’) = 207]'7'2 — 27-‘-7,.3

Ennek a fiiggvénynek kell keresniink a maximumat. A valtozora nyilvan
a 0 < r < 10 feltételnek kell teljesiilni. Felhivjuk a figyelmet arra,
hogy szigort egyenlGtlenségek vannak, mert egyenléség esetén a henger
elfajulna. Az r = 0 esetben egy szakaszé, a kip magassagava vélna a
henger, az r = 10 esetben pedig egy korlappa, a kup alapkorévé valna.

Ezutén a szokott modon hatérozuk meg a szélsGértéket. Allitsuk el6 a
térfogatfiiggvény derivaltjat.

V'(r) = 40mr — 6712

Oldjuk meg a V'(r) = 0 egyenletet. Ehhez célszerd a derivaltat szor-
zatta alakitani.

V'(r) = 27r(20 — 3r)
Igy nyilvanvalo, hogy az egyenletnek két megoldasa van, az egyik r =

0, a méasik pedig r = —. Az r = 0 nem felel meg a 0 < r < 10

feltételnek, igy csak a masik zérushellyel kell foglakoznunk. Készitsiik
el a megszokott tablazatot.

20 20 20
= _ =7 = 1
O<r< 3 T 3 3 <r<10
%4 + 0 —
%4 T lok. max. 1

20
Lathato, hogy az r = — helyen lokalis maximuma van a fiiggvénynek,

ami a 0 < r < 10 feltétel mellett globalis maximum is.
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20
A henger térfogat tehat akkor maximalis, ha r = 3

Ekkor a henger magassiga a kovetkezd:
20 20

h=20—2-— = —.
3 3

Végiil a maximalis térfogat:

20\? 20 8000

— ] —=r— = .84.

3 ) 5 =T o 930.8

Vinaz = 7T(
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9.1.

Taylor-polinomok

Alapfeladatok

. Feladat: Irjuk fel az f(z) = e 2* fiiggvény masodfoki Maclaurin-

polinomjat!

Megoldas: A feladatot kétféle iton is megoldjuk. Az els§ megoldés-
ban induljunk el a Maclaurin-polinomok definici6jabol, miszerint egy
fiiggvény n-edfokt Maclaurin-polinomjanak nevezziik, a 0 helyen vett
n-edfoka Taylor-polinomjat, mely az alabbi m6édon irhato fel.

Maf(z) = F(O0)+ 1:£/(0) @+ o 7'(0) o -+ f0(0) 0"

Mivel feladatunkban mésodfoki polinomot kell felirnunk, igy n = 2, s
igy a polinomban csupan hiarom tag fog szerepelni.

Maf(r) = F(O) + 1, f/(0) - + o £(0) -

Természetesen a konkrét Maclaurin-polinom felirdsahoz meg kell haté-
roznunk a képletben szerepls f(0), f/(0) és f”(0) értékeket.

Els6ként helyettesitsiik a fiiggvénybe a 0-t.
f(0)=e20=¢0=1

Ezutan allitsuk elg a fiiggvény derivaltjat, és hatarozzuk meg a derivalt
helyettesitési értékét is a 0 helyen.

fl(x) =e 2. (=2) = 22

A derivalas soran ne feledkezziink el arrél, hogy Osszetett fliggvényt
derivalunk, gy a kiilsg fiiggvény derivilasa utan szoroznunk kell még
a belsd fliggvény derivaltjaval is.

Hajtsuk végre a 0 behelyettesitését.
f1(0)=—2e72Y = —2¢0 = —2
Allitsuk el a méasodik derivaltat.
f"(z) = —2e72 . (=2) = 4e~ 2
Helyettesitsiik ebbe is a 0-t.

J7(0) =420 =40 =4

Utolso lépésként helyettesitsiik be a meghatarozott f(0), f'(0) és f”(0)
értékeket a masodfokid Maclaurin-polinom képletébe. A behelyettesités
utan hatarozzuk meg a faktorialisok értékét, és egy-egy taghan szorozva
a konstansokat, hozzuk egyszertibb alakra a polinomot.

_ 1 1 9 1 1 2

=1— 2+ 222
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Nézziik ezutan a feladat egy masik megoldasat. Ekkor arra hivatko-
zunk, hogy az g(x) = e” fiiggvénynek ismert a Maclaurin-sora.
1 1 1
T _ il T T
e—1+1!a:+2!x +3!x+ xR
Ebbél megkapjuk az e® masodfoktt Maclaurin-polinomjat, ha a sorbol
elhagyjuk a masodfokinal magasabb foku tagokat.
1 1
Végiil az e® Maclaurin polinomjabol tigy kapjuk meg az e ~2* Maclaurin-
polinomjat, hogy az x helyére a —2x-et helyettesitjiik.

Mof(r) = 14 35(~22) + o (~20)

Az igy kapott polinomban végezziik el az egyiitthatokon beliil a miive-
leteket.

Msf(z) =1+ I(fo) + 543: =1—-2z+22

Természetesen igy is ugyanazt az eredményt kaptuk, mint az el6bb.

. Feladat: Irjuk fel az f(z) = /= + 1 fiiggvény masodfoki Maclaurin-
polinomjat!

Megoldas: A feladatot most is kétféle iton oldjuk meg. Els6ként itt
is elindulhatunk a mésodfoki Maclaurin-polinom definici6jabol.

Mof(r) = FO) + 1, f/(0) -+ o £(0) -

Most is el§ kell allitanunk az f(0), f/(0) és f”(0) értékeket.
Helyettesitsiik be els6ként a fiiggvénybe a 0-t.
fO)=v0+1=1

Ezutan allitsuk el6 a fliggvény derivaltjat. A derivalas el6tt célszerd
atalakitani a fliggvényt. A gyok helyett irjunk tortkitevés hatvanyt.

@)= Vo FT=(@+1)°

Ebbdl az alakbol mar egyszerii a derivalas.

1 _2
fla)=5e+1)
Helyettesitsiik be a derivaltba a 0-t.
1 2
"0)=-0+1) * ==
o) =50+1) " =3

Allitsuk el6 a masodik derivaltat is.

F@=3(-3) @y =2e+n

Hatarozzuk meg a mésodik derivalt 0 helyen vett helyettesitési értékét.
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9 2 - 2
1) =~ 0+1) =2
Végiil a meghatarozott f(0), f/(0) és f”(0) értékeket helyettesitsiik
be a masodfoku Maclaurin-polinom képletébe. A behelyettesités utan
hozzuk egyszeriibb alakra a polinomban az egyiitthatokat.

Msf(x :1+l-7-x+l- -z .x2:1+1.,.$+1. _2 Lp? =
o=tegg ey () (-5)

Kovetkezzen ezutan a feladat masik megoldésa. Arra hivatkozunk, hogy
az g(zr) = (1 + z)* fiiggvény Maclaurin-sorat ismerjiik. Ezt nevezziik
binomidlis sornak.

o' ala—1) ala—1)(a—2)
(I+2)* =14 o+ —— z% + 3 3+
|| < 1l,aa € R

Ebbdl megkapjuk a masodfoki Maclaurin-polinomot, ha elhagyjuk a
masodfokinal magasabb foko tagokat.

ala — 1)332

«
Msog(z) =1+ Tk + o1

1
Ezutéan pedig mar csak annyit kell tenniink, hogy « helyére §_Ot he-
lyettsitiink.

T G

- sl3-
Myf(z) =1+ %:c + Ta:Z
Utolso lépésként hozzuk egyszertibb alakra a polinomban az egyiitt-
hatokat.

)
s 3(73 11
Mgf($):1+%$+%$2:l+§$*§l‘2

Eredményiink természetesen megegyezik az el6z6 megoldasban kapot-
tal.

. Feladat: Irjuk fel az f(z) = sin 2z fiiggvény a = % helyen vett ma-
sodfoku Taylor-polinomjat!

Megoldas: A feladatot most is kétféle aton oldjuk meg. Elséként
megint definiciobo6l indulunk el. Eszerint az f(x) fliggvény a helyen
vett n-edfokd Taylor-polinomja a kovetkezd:

Tnf(x) :f(a)—l-%f'(a) . (l’—a)—i—%f”(a) . (x—a)2—|—--.+
+%f(n) (a)- (z —a)"

Mivel masodfoku polinom a kérdés, igy n = 2.
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Tyf(2) = fla) + 31/'(@) - (& — @) + /(@) - (& — a)

Annyiban valtozik tehat csak a dolgunk az eléz&ekhez képest, hogy nem
a 0 helyen kell meghataroznunk a fiiggvény, valamint els§ és méasodik

s
derivaltjanak értékét, hanem az a = 1 helyen.

Helyettesitstink el6szor a fiiggvénybe.

f(Z)zsin(Z‘Z):sing:1

Allitsuk el§ a fiiggvény derivaltjat. Figyeljiink oda, mert Gsszetett fiigg-
vényrdl van szd, ne felejtsiink el szorozni a bels fliggvény derivéltjaval.

f(x) = cos2x -2 = 2cos 2z

Helyettesitslink most a derivaltba is.

f (Z) :2COS(2-Z) :QCOSg:O

Ezutén derivaljunk még egyszer.
f"(x) = 2(—sin2zx) - 2 = —4sin 2z

77
A masodik derivaltba is helyettesitsiik be az a = 1 értéket.

Iz <D — _4sin (2 : D - f4sing -4

Az el6z6ekben meghatéarozott f(a), f'(a) és f”(a) értékeket frjuk be a
Taylor-polinom képletébe, s egyben helyettesitsiink a helyére is.

st 1o (o= ) g0 (o)

Végiil hozzuk egyszeritibb alakra a polinom egyiitthatoéit.
1 7\ 2 T\ 2
Tof(r) =14 5 (—4) <x—4) :1—2<x—4)

Lassuk ezutan a feladat masik megoldésat. Kozépiskolabdl ismert a

sin a = cos <a — 72r> Osszefiiggés. Ezt felhasznéalva kapjuk, hogy

sin 2z = cos (23; — ;T) = cos (2 (:1; — Z))

Vezessiik be az u = = — % jelolést. Igy sin 2z = cos 2u.

Mivel ha = = %, akkor u = 0, ezért a sin2x fliggvény a = % he-
lyen vett mésodfoki Taylor polinomja megegyezik a cos2u fiiggvény
u = 0 helyen vett mésodfoka Taylor polinomjéaval, azaz a masodfoki
Maclaurin-polinommal.

Hasznaljuk fel, hogy a cosz fliggvény Maclaurin-sora ismert.
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_ Lo, 14 14
cosx—l—ax -1-15(;_@35 +... z€R

Hagyjuk el a masodfokinél magasabb foku tagokat, és irjunk = helyett
2u-t. Igy megkapjuk a g(u) = cos2u fiiggvény mésodfokd Maclaurin-
polinomjat.

1
Mag(u) =1— 5(2u)2 =1 - 2u?

Ezutéan pedig mar csak annyit kell tenniink, hogy u helyére = — %—et

helyettesitiink
o\ 2
Tof(x) = 1—2<$—4>

Eredményiink természetesen megegyezik az el6z6 megoldésban kapot-
tal.

. 1
. Feladat: Irjuk fel az f(x) = In3x fiiggvény a = 3 helyen vett masod-
fokd Taylor-polinomjat!
Megoldas: Ezt a feladatot is kétféle moédon fogjuk megoldani. Az els6
megoldas soran most is a mésodfokd Taylor-polinom definici6jat hasz-
naljuk fel.

1 1

Tof(r) = f(a) + 3, £(a) - (& — @) + o f"(a) - (& — a)?
Hatarozzuk meg a polinomban szerepld, egyelére ismeretlen f(a), f'(a)

és f"(a) értékeket.

1
Helyettesitsiik els6ként a fliggvénybe az a = §_Ot'

f@)zln(&é)zlnl:o

Derivaljuk a fliggvényt.
1 1
f'(@)

T3 7z

1
Helyettesitsiink be a derivaltban is a helyére §_Ot'

()

Allitsuk el6 a masodik derivaltat.

1
fi() ===

1
Helyettesitsiik a masodik derivaltba is az a = g—ot.

F/@) = =g = =9
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Majd a Taylor-polinom képletében helyettesitsiink a, f(a), f'(a) és
1" (a) helyére.

1 1 1 1\?
Tgf($):0+ﬁ'3' (x—B) +a~(—9)- <a:—3)
Végiil irjuk egyszeriibb alakban a polinom egyiitthatoit.

T2f(a:):3<$_:1))> _Z<"’“—;>2

Nézziik ezutan a feladat masik megoldasat. Most alakitsuk at a fligg-
vényt, s frjuk a kévetkezd alakban:

f(x):ln3m:1n(1+3m—1):ln(1+3<x—;)).

Ha pedig bevezetjiikk az u = ¢ — % jelolést, akkor ez még tovabb ala-
kithato.

f(z) =In3z =In(1 + 3u)

Azért kedvezobb ez az alak, mert a In(1 4+ z) fliggvény Maclaurin-

1
sora ismert, és ha © = 3 akkor ©u = 0. Ennek koévetkeztében a In 3z

1
fliggvény a = = helyen vett masodfokd Taylor polinomja megegyezik a
In(1+ 3u) fiiggvény u = 0 helyen vett méasodfoka Taylor polinomjaval,
azaz a méasodfoku Maclaurin-plonimmal.
Induljunk el tehat a In(1 + x) figgvény Maclaurin-sorabol.

1 1 1
ln(1+x):a:—§x2+§x3—1x4+~~ lz| <1

Hagyjuk el a masodfokinél magasabb foku tagokat, és irjunk = helyett
3u-t. Igy megkapjuk a g(u) In(1 4 3u) fiiggvény méasodfokt Maclaurin-
polinomjat.

1 9
Masg(u) = 3u — 5(3u)2 = 3u — 5u2

1
Ha ebben u helyére xz — g—ot helyettesitiink, akkor pedig megkapjuk a

keresett Taylor polinomot.

1y 9 1\?
Természetesen ugyanazt kaptuk eredményiil, mint az els6 megoldasban.
. Feladat: Melyik az a harmadfoki polinom, melyre a kévetkezdk iga-
zak:
p(0) =3, p'(0)=-1,p"(0) = —6,p"(0) =127
Megoldas: Ismert egy fliggvény és derivaltjainak értéke a 0 helyen,

ezért a Maclaurin-sor felirasabol indulhatunk ki, mely egy f(z) fiige-
vény esetén a kovetkezd:
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9.2.

FO) + 1 £/0) 2+ o £7(0) -2 4 5 f(0) -

Mivel most egy polinomrol van szo6, igy 6t elGallitja a Maclaurin-sora.
Mivel pedig a polinom harmadfoku, igy negyedik és annéil magasabb
rendd derivaltjai azonosan 0-val egyenlGek. Ez azt jelenti, hogy a Maclaurin-
sorban a haramadfoktnal magasabb foku tagok nem szerepelnek, azaz

a harmadfoki Maclaurin-polinomot felirva, megkapjuk a keresett po-
linomot. Ezt egyenletben a kévetkezd modon irhatjuk:

1 1 1
p(@) = p(0) + 57/ (0) - + p"(0) - z?® + 52" (0) a®

Ide méar csak be kell helyettesiteniink a fliggvény és a derivaltak meg-
adott értékeit.

p(x) :3—1—%-(—1)-13—1—%-(—6)-x2+%-12-x3
Végezziik el az egyiitthatokban a mitiveleteket.

p(z) =3 —x — 322 + 223

Ha pedig csokkend fokszéam szerint irjuk a tagokat, akkor

p(z) = 223 — 322 — x + 3.

Osszetett feladatok

. Feladat: Irjuk fel az f(z) = 23 — 522 + 2 + 20 fiiggvény a = 3 helyen

vett Taylor-sorat!

Megoldas: Induljunk ki a Taylor-sor definici6jabol, mely

1 / 1 1 1 1
f@) + 1@ (0= a)+ 5 (@) - (o = ) + g (@) (o= ) 4+

Mivel egy polinom Taylor-sorat irjuk majd fel, igy a sor biztosan els
fogja allitani a fliggvényt, azaz f(z) egyenld lesz a Taylor-sorral, s a
sorban a helyére 3-at kell helyettesiteniink.

F(@) = FB)+ 317 B)-(w=3) b 5 1 B)- (034 5 () (=3
A konkrét Taylor-sort akkor tudjuk felirni, ha meghatarozzuk az f(3),
1'(3), f"(3)--- értékeket.

Els6ként helyettsitsiik a fiiggvénybe a 3-at.
f(3)=3"-5.324+3+20=5

Derivaljuk a fliggvényt.

f!(x) =322 — 10z + 1

Hatarozzuk meg a derivalt értékét az © = 3 helyen.
f(3)=3-32-10-3+1=-2

Allitsuk el6 a masodik derivaltat.
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f"(z) =6z —10
Helyettesitsiik ebbe is a 3-at.
f"(3)=6-3—-10=238
Derivaljunk még egyszer.

(@) = 6
A harmadik derivalt egy konstans fiiggvény, igy nyilvan a 3 helyen is
ezt a konstanst veszi fel, azaz

1"(3) =6.
Mivel a harmadrendti derivalt konstans, igy negyed és annal magasabb
rendi derivaltak mar azonosan egyenl&ek zérussal. Ez azt jelenti, hogy
a Taylor-sor most véges sok tagbodl all, hiszen csak az els6 négy tag
kiilonbozik 0-tol.
Helyettesitsiik be a meghatarozott értékeket a Taylor-sor képletébe.

1 1 1
f(x):5+F‘(—2)-(x—3)+§'8-(33—3)2—#?-6-(1:—3)3
Az egyiitthatokon beliil végezziik el a miveleteket.
flz)=5-2(x—3)+4(xz—3)* + (z — 3)3
Amint lathato, a Taylor-sor felirasaval ugy alakult a4t a polinom, hogy
x hatvanyai helyett x — 3 hatvanyai szerepelnek benne. Ha elvégeznénk
a Taylor-sorban a hatvanyozasokat, és Osszevonnank uténa az azonos

fokszamu tagokat, akkor visszakapnénk az eredeti polinomot. Ezzel
ellenérizhetnénk megoldasunk helyességét.

Megjegyzés: Minden polinom Taylor-sora véges, hisz ha a polinom n-
edfoku, akkor az n + l-edik és annél magasabbrendd derivaltak azo-
nosan nullaval egyenlSek. Ezért egy n-edfokt polinom Taylor-soraban
legfeljebb n + 1 nullatél kiilonbozs tag lehet. A Taylor sor felirasa ugy
alakitja 4t a polinomot, hogy benne x hatvanyai helyett  — a hatva-
nyai fognak szerepelni. Ha a = 0, azaz Maclaurin-sort {runk fel, akkor
r —a = x, igy tovabbra is x hatvanyai szerepelnek, azaz véltozatlan
alakban marad a polinom. Ez azt jelenti, minden polinom Maclaurin-
sora maga a polinom.

1
. Feladat: Hogyan hatarozhatjuk meg T\/g kozelits értékét, ha csak
négy alapmiiveletes szamol6gépiink van?

L o

Megoldas: Mivel — e, ezért a feladatot gy is fogalmazhat-
e

juk, hogy adjuk meg kozelitleg az f(x) = e® fiiggvény © = —0.1 he-
lyen vett helyettesitési értékét. Mivel a —0.1 kozel van nulldhoz, ezért
az f(x) = e* fliggvény Maclaurin-sorabol hatarozhatunk meg kozelits
értéket. Ezen fiiggvény Maclaurin sora a kovetkezs:
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1 1 1
z _ - S22 3
e —1+1!m+2!x +3!ac +

Ebben kell = helyére —0.1-et helyettesiteniink.

Mivel a sornak végtelen sok tagja van, igy nem tudunk a teljes sorba
helyettesiteni, hanem csak a sor elejérsl vesziink figyelembe véges sok
tagot. Igy tulajdonképpen valamelyik Maclaurin-polinomba helyette-
sitliink. Minél tobb tagot vesziink figyelembe, a kozelit§ érték annél
pontosabb lesz.

Ha pl. masodfoki Maclaurin-polinomba helyettesitiink, akkor a kévet-
kez6t kapjuk:
1 1
e 0l a1+ 71 (0D + 5 (—0.1)% = 0.905.
Ha negyedfoku polinomba helyettesitiink, akkor pedig az alabbi értéket
kapjuk:
e’0‘1~1—|—l-(—0 1)+l~(—01)2+1-(—01)3+l-(—0 D=
DT ol ' 3! ' 4! '
= 0.9048375.

Ha nem csak a négy alapmiiveletet ismers szamol6dépiink van, akkor
egyetlen lépésben a kovetkezs kozelits értéket kapjuk:

e 01 ~ 0.904837418.

Amint lathato, a negyedfokd polinombol kapott érték méar 6 tizedes-
jegyre pontos. Ha ennél is pontosabb értékre van sziikség, tovabbi tagok
figyelembe vételével tetsz6leges pontossag érhetd el.

Felvetédik annak kérdése, hogy ha el6re megadott pontossaggal sze-
retnénk megkapni a kozelits értéket, akkor hény tagot kell figyelembe
venniink. Ezt a Lagrange-féle maradéktag becslésével tudjuk megha-
tarozni. Ha annak abszolut értéke mar a megengedett pontossagnal
kisebb, akkor megfelel§ kozelitGértéket kapunk. Ha pl. 4 tizedesjegy
pontossag elérése a feladat, akkor a Lagrange-féle maradéktag abszolit
értékének 0.0001-nél kisebbnek kell lenni. Igy olyan egyenlStlenséget
fogunk kapni, amiben a tagok szim, azaz n lesz az ismeretlen.

Ha n-edfokt polinomot frunk fel, akkor a Lagrange-féle maradéktag a
kovetkez6:

FE) - (@ — a)" !

R, ) =
+(f:2) (n+1)!
Irjuk fel az egyenl6tlenséget a feladat adataival.
et - (—0.1)n+! et
" xr __ ‘1 — e . .1 ’Vl—‘rl . 1

Az egyenl6tlenségben szerepls £ a [—0.1,0] intervallumnak eleme.
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Mivel ezen ¢ értékét nem ismerjiik, ezért eé értékét feliilrél becsiiljiik.
Az exponenciéalis fiiggvény szigoriian monoton ndé, igy legnagyobb érté-
két az intervallum jobb oldali végpontjaban veszi fel. Ebbél ¢ < e =1
kovetkezik.

Ezutén az egyenl6tlenség a kovetkezs:

&
< (01 < !

- — . (0.1)"! < 0.0001
(n+1)! “(n+1)! (0.1)

1
Mivel az CES -(0.1)""! < 0.0001 egyenl6tlenség méar n = 3 ese-

tén igaz, ez azt jelenti, hogy a 4 tizedesjegy pontossig elérhets, ha
harmadfokt Maclaurin-polinomba helyettesitiink.

. Feladat: Ha ismerjiik az In 10 ~ 2.302585 kozelits értéket, és van egy
négy alapmiiveletes szdmoldgépilink, akkor hogyan hatarozhatjuk meg
In 8 kozelits értékét?

Megoldas: Ismerjiik egy olyan fiiggvény Maclaurin-sorat, amelyben
logaritmus szerepel, ez az f(x) = In(z + 1). Tudjuk, hogy

1 1 1
ln(1+x):m—§m2+§x3—1m4+-~-

Egyszert lenne itt x = 7-et helyettesiteni, de ezt nem tehetjiikk meg,
mert ez a sor csak akkor konvergens, ha |z| < 1. Ugy segithetiink
magunkon, ha a In 8-at mas alakban irjuk fel.

In8=1In(10—-2) =In(10- (1 - 0.2)) =In10 + In(1 — 0.2)
Mivel In 10 értékét ismerjiik, igy lényegében az
In0.8 =In(1 —0.2) =In(1 + (-0.2))

kozelits értékét kell meghataroznunk. Ezt a In(1+2) Maclaurin-sorabol
kaphatjuk x = —0.2 helyettesitéssel. A konkrét kozelits értéket negyed-
fokt polinombdl szamoljuk ki.

1

1 1
In(14(—0.2)) ~ —02—5'(—0.2)2+§-(—0.2)3—1'(—0.2)4 ~ —0.22307

Ezutan térjiink vissza az eredeti kérdéshez.
In8 =In10+1n0.8 =~ 2.30258 — 0.22307 = 2.07951

Megjegyzés: Egy tudomanyos funkciokkal is rendelkezé szdmoldgéppel
a In8 = 2.079441542 kozelits értéket kapjuk. Bar az el6z6 feladathoz
hasonldéan most is negyedfokt polinombdl szédmoltunk kozelits értéket,
mégis azt latjuk, hogy itt csak 3 tizedesjegy lett pontos. Ez érthetd,
mert a pontossagot nagy mértékben befolyasolja |z| nagysaga, hiszen
minél nagyobb az |z|, annal lassabban tartanak zérushoz a sor tagjai,
s igy annal lassabb a konvergencia. Mivel most |z| kétszer akkora volt,
mint az el6z6 feladatban, ezért kisebb pontossidg volt varhatod. Ter-
mészetesen a pontossagon javithatunk, ha a sor tobb tagjat vessziik
figyelembe.
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1
4. Feladat: Hogyan hatarozhatjuk meg % kozelité értékét egy négy

alapmiveletes szamoldgép segitségével?

1 _1
Megoldas: Mivel % = 6 ?, ezért a binomialis sorbdl indulhatunk

ki, mely szerint
ala—1) 5 ala—1)(a—2)

«
(1+x)°‘:1+ﬁ-:c+ 51 szt 4 3l AR

1
Nyilvanvalé, hogy most a helyére — keriil majd. Egyszertinek titinne,

hogy az x helyére pedig keriiljon 5, azonban ez nem jarhato6 at, mert a
sor csak |z| < 1 esetén konvergens. Mint az el6z6 feladatban, most is
irjuk méas alakban a kozelitendd szémot.

i_ 1 _L L_l (15)7%_
N 4_6_\/1 3 2 N

4 2

1
-(140.5) *

| =

1

Igy tulajdonképpen az (1.5) ? kozelits értékét kell meghataroznunk,
majd azt i—del szorozni. Igy mar nincs baj a konvergenciaval, hisz ha
1+ 2 = 1.5, akkor x = 0.5, s ez eleget tesz az |x| < 1 feltételnek,
ami konvergencidhoz sziikséges. A kozelit§ értéket most harmadfoki
polinombdl szamoljuk Kki.

(1.5)*% = (1+0.5)*% ~ 14 0D

(—=0.5)(—=0.5 —1)(—0.5 — 2)
3!

Majd térjiink vissza a eredeti kérdéshez.
11

V6

Ha egy jobb szémol6gép is rendelkezésiinkre all, akkor azzal az 7 ~

0.40824829 kozelits értéket kapjuk. Lathato, hogy az altalunk szamolt

kozelités elég pontatlan, ami annak tudhato6 be, hogy csak harmadfoki

kozelitést hasznaltunk, és |x| is nagyobb volt, mint az eddigi feladatok-
ban.

(—0.5)(—0.5 — 1)

0.5+ -(0.5)% +

1! 2!
-(0.5)% = 0.8046875

-0.8046875 = 0.40234375

O |

Megjegyezziik, hogy a feladatot némileg méshogyan is megoldhattuk
volna, ha a kozelitendd szamot mésképp alakitjuk &t. Tekintsiik a ko-
vetkez6 atalakitast.

1 1

L I <2>2_1 (1_1) T
6 .6 Vo 2 33/ 3 3)

-
-
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Ezutéan ugyanigy jarhatnank el, mint a fenti megoldasban, csak most
x helyére ——-ot kellene helyettesiteni. Ez bizonyos szempontbdl még

kedvez6bb is lenne, hiszen igy |x| kisebb, ezaltal jobb kozelitést vér-
hatnank.
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10. Hatarozatlan integral

10.1. Alapfeladatok

1. Feladat: Hatarozzuk meg az alabbi hatarozatlan integralt!
1
322 4 sinx — ——dx
/ ch?z
Megoldas: Az integralando fliggvényen beliil 6sszeadés illetve kivonas
mitivelete szerepel, ilyenkor tagonként integralhatunk, azaz

1 1
/3:E2—|—sin:c—Ed:ﬂz/Bdex—i-/sinxdm—/Edaz.

Az els6 integralban szerepel6 konstans szorzd kiemelhet$ az integral

elé.
/3302 +sinx — Lalac = 3/x2dx+/sinxdx —/1d1:
ch?z N ch?z

Igy méar csak alapintegralok szerepelnek, melyeket egyszerten behe-
lyettesithetiink.

a+1
+1
hivatkozunk, mely azt mondja ki, hogy hatvinyfiiggvény integralasakor
a kitevét eggyel megnoveljiik, s az 4j kitevivel osztunk. Kivétel a —1-
edik hatvany, azaz a reciprok.

Az els§ részben az /xo‘da: = +e¢, a€ R\ {—1} alapintegralra

A masodik tag esetén arra hivatkozunk, hogy / sinzdx = —cosz + c.

1
A harmadik tag esetén pedig arra, hogy / h—Qd:c =thx+c
ch*x

Ezek a utan a feladat eredménye a kovetkezs:

1 3
/3x2+sinx— 5—dr =3 T +(—cosx) —thz +c=
ch*x 3

=% —cosx —the +¢

2. Feladat: Integraljuk az f(z) = {/x - \/z fliggvényt.
Megoldas: Elgszor alakitsuk at az integralando fliggvényt. A gyokok
helyett irjunk inkabb tortkitevds hatvanyokat.

1

f@) = (w0*)

Végezziik el e zardjelen beliil a szorzast.

Egy hatvanyt tovabb hatvanyozunk. Ilyenkor a kitevék szorzédnak.

fl) =2t =2
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Igy mar csak egyetlen hatvanyt kell integralnunk. Az el6z6 feladatban
leirtak szerint ekkor eggyel megnoveljiik a kitev6t, s az 1j kitevivel

osztunk.
13

3 10 1 13
/f(x)da::/xw :%—Fc:l—gxw +c
10

Az eredményt nem csak ilyen alakban irhatjuk, hisz egy tortkitevds
hatvany gyokos kifejezéssé alakithatd. Ekkor eredményiink alakja a ko-
vetkezs:

/f(x)da:: % Vrld 4 ¢

. Feladat: / Jr (a:2 — 33:) dx =

Megoldas: Fiiggvények szorzatat kell integralnunk, amire nincsen &l-
taldnos integralési szabaly. Ezért probaljuk meg tgy atalakitani a fligg-
vényt, hogy ne szerepeljen benne szorzas. Irjunk a kobgyok helyett
tortkitevGs hatvanyt, és bontsuk fel a zardjelet.

1
/%<x2—3x)dx:/x3 (mZ—Bx)dx:
1 1 T 4
/333 sz — 3g° -xdx:/xs —3x° dx

Igy sikeriilt elérniink, hogy nem szerepel méar szorzas az integrandus-
ban, hanem csak kiilonbség. Igy mar egyszertien tagonként végezhetjiik
el az integralast. A méasodik taghol egyben ki is emelhetjiik a konstans
szorzot

7 4 7 4
/:U3 —3x3dx:/x3 dac—3/x3d:v

Ezutan mar csak két hatvanyfiiggvényt kell integralnunk.
10 7

7 4 3 3 10 7
3 3, X r _ 3 3 93
/a: dm73/$ da:—@f?)?Jrc—Ex f?:p +ec
3 3

Az eredményt irhatjuk méas alakban is.
3 3~ 93—
E3x10—?3$7—|—c

223 + bx
N
Megoldas: Most fliggvények hényadosa szerepel az integrandusban,
amire ugyanugy nincs altalanosan integréalasi szabély, mint a fliggvé-
nyek szorzatara. Most is tudunk azonban alakitani a fliggvényen. A
szamléloban levs Gsszeg tagjait kiilo-kiilon oszthatjuk a nevezével, s a

gyokot pedig hatvany alakban irhatjuk.

. Feladat: dx
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223 + 5z 223 Bx 223 5x
———dx = —+—d1::/—+—dm
NG NENG I
Végezziik el a két osztast. (Most a kitevék kivonddnak.)
2 3 5 5 1
il—i-—gfda::/%z + 5z dx
r? 22
Ig sikeriilt elérniink, hogy csak két hatvanyfiiggvény Gsszegét kell integ-
ralnunk. Ezt a kordbbiakban ismertetett médon hajtjuk végre. Nem
részletezziik méar, hogy az Gsszeget tagonként integralhatjuk, és kons-

tans szorzo kiemelhet$ az integralas soran.

7 3
5 1 2 2 4 I 10 2
/2x2+5x2dx:2x7+5%+c:?x2+§$2+c
2 2

Az eredményt irhatjuk gyokos forméban is.

4 10
?\/aﬂ + §Vl’3 +ec

. Feladat: /sin(Sx +7)dxr =

Megoldas: Az integrandusunk most egy olyan Osszetett fliggvény, amely-
nek belsé fiiggvénye els6foki polinom, vagy mas szoval linearis. Ha egy
ilyen fliggvény kiilsg fliggvényének ismerjiik a hatarozatlan integraljat,
akkor az Osszetett fiigvényt is tudjuk integralni. A szabaly, melyet ilyen
esetekben alkalmazhatunk, a kovetkezd:

/f(ax-l—b)cm:F(am_'_b)

teljestil.

+e¢, ab€e R, ahol/f(x):F(ac)+c

Szovegben ezt gy mondhatjuk, hogy ilyenkor vessziik a kiils§ fiiggvény
integraljat, osszetett fiiggvényt alkotunk az eredeti linearis belsé fiigg-
vénnyel, és ezt osztjuk a linearis belsd fiiggvénybdl x egytlitthatojaval.

Jelen feladatban a kovetkezst lathatjuk.

A kiils6 fiiggvény sin z. Ennek integralja:
/sinxdx = —cosx + c.

A belsé fiiggvény 3x + m, ez felel meg ax + b-nek, azaz a = 3 és b = .

Alkalmazva a szabalyt, az alabbi eredményt kapjuk:

— 3
/sin(?)a: +7)de = COS(;B_’_W)
Az ilyen feladatokban altalaban nem sziikséges sok atalakitast végre-
hajtani az integranduson, a hangsily azon van, hogy felismerjiik, ilyen
tipust Osszetett fliggvényiink van. Ha ez sikeriilt, akkor mér konnyt
alkalmazni a szabélyt.

+c
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1
5T — 8
Megoldas: Az integranduson megint azt ismerhetjiik fel, hogy olyan
Osszetett fliggvény, melynek belsd fliggvénye elsfok.

6. Feladat:/ dx =

1
A kiils6 fiiggvény most nyilvan az —. Ennek integralja a kévetkezd:
T
1
/—da::ln|x| +c.
x

1
Itt szeretnénk felhivni a figyelmet arra, hogy bar az — is hatvanyfiigg-
x

1
vény, hiszen — = 27!, de integralasa masképp torténik, mint a tobbi
T
hatvanyfiiggvénynek. Az integralasnal a —1-edik hatvany kivételt alkot.
A bels§ fiiggvény most bz — 8, tehat a =5 és b = —8.

F(ax +b)
a

Alkalmazva az / flax +b)dx = + cszabalyt, az alabbi ered-

ményt kapjuk:

/ 1 d ln|5ar:—8|+
r=————+c
o — 8 5)

7. Feladat:/ i dr =
cos® bx

Megoldas: Ha most derivalnunk kellene, akkor azt mondanank, jelen
esetben egy tObbszorosen Osszetett fiiggvénylink van. Kiils§ fliggvény
az —, kozépsS a cosz, és bels6 az 5x. Nem muszaly azonban ennyire
felbontanunk a fliggvényt, s6t integraldsnal nem is célszerd. Az el§zé
felbontasban szerepld belsé fiiggvény, az 5z, egy linearis fliggvény. Csak
annyit kell tenniink, hogy amit az elgbb kiils§ és kozépss fiiggvénynek
tekintettiink, azt nem bontjuk fel, hanem egyben tekintjiik kiils6 fligg-

vénynek. Azaz most lesz a kiils6 fliggvény. Azért célszerd ez a

cos? x
felbontés, mert igy a kiils6 fiiggvény egy alapintegral. Tudjuk, hogy

1
/ s dr =tgx +c.
cos?x

Amint mar emlitettiik, a bels6 fliggvény 5z, azaz a =5 és b = 0.

Alkalmazva a kordbban ismertetett szabalyt, az alabbi eredményt kap-
juk:

1 tg bz
dx = .
/ cos? 5z v 5 te

8. Feladat: / VAr + Tdx =

Megoldas: Az integrandus ezen esetben is olyan Osszetett fiiggvény,
melynek bels§ fiiggvénye elsfoku.
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10.

A kiils6 fliggvény nyilvan a /z, melynek integralja:
. 3 3 :
/%dmz/x%daz: Z:c% +C:ZV3:C4+C
A belsé fiiggvény 4z 4+ 7, tehat a =4 és b =1T7.
Alkalmazva az el6z6ekben ismertetett szabalyt, a kdvetkezst kapjuk:

, YAz 1)
/\3/4x+7dx:3-(:C4+7)+c:3\3/(4x+7)4+c

4 16
Feladat: /7 dx =
1+ 922
Megoldas: A fiiggvény ezen alakjabol nem igazén latszik az, hogy
linearis belsd fiiggvénnyel rendelkezd dsszetett fliggvényrdl van szé, de
ha egy kicsit alakitunk rajta, akkor mar igen. Irjuk a 9x2-et (3z)2
formaban. Igy az integral a kovetkezs alakot 6lti:

| 1
=4
/1+9$2 . /1+(3a:)2 v

. 1

Igy méar lathato, hogy a kiilsé fiiggvény most 152 Ez egy alapinteg-
T

ral:

/ 1 d t +
r = arctg x + c.
1+ 22 &

A bels6 fliggvény 3z, azaz a = 3 és b = 0.

Ezutan az eredmény a kdvetkezé:
1 1 arctg 3x
= / dr =
/1+9x2 R AR CTA Pl 3

A feladatbol jol latszik, hogy az alapintegralok biztos ismerete nagyon
fontos. Csak akkor johet ra valaki, hogy milyen alakban kell irni az

integrandust, ha tisztaban azzal, hogy egy alapintegral. Ezutan

1+ a2
mar konnyt észrevenni ezen alapintegral, és az integrandus kozotti ha-

sonlosagot.
Feladat: /1dx =

4+ 2
Megoldas: A feladat nagyon hasonlit az el6zére. Az integrandus alig
kiilonbozik az 1.2 alapintegraltol, de most mas helyen tér el at-
t6l, mint az el6z6 feladatban. Els6ként azt lenne jo elérniink, hogy a

nevezében a 4 helyén 1 alljon, ezért célszert kiemelni Z—et.

1 1 1
——dr ==~ [ ——d
/4”2 v 4/ 2=
Sy
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11.

Ezzel elértiik, hogy az integrandus lényegében olyan, mint az el6z8
2 2 2
. 1
feladatban. Irjunk ezutan az % helyett (z) -t, amit <2x> formaban

is frhatunk.

1 1 1 1 1 1

4/1+ﬁdx4/1+07ﬂm4/1+(Lfdx
4 2 2"

Igy mar egyértelmi, hogy megint olyan Osszetett fiiggvényt kell integ-

ralnunk, amiben a bels§ fiiggvény lineéris, s amelyben 7 a kiils6é

2
x
fliggvény. Ennek integralja mar korabban is szerepelt:

/ 1 d t +
—— —dx = arctgz + c.
14 22 &

1
A belsé fliggvény most 5% azaz o =g és b=0.

Alkalmazzuk ujra a kordbban ismertetett szabalyt, azaz integraljuk a
kiilsg fiiggvényt, alkossunk Osszetételt a belss fliggvénnyel, és osszunk
a belsé fiiggvénybdl x egyiitthatojaval. Igy eredményiink az alabbi lesz:

1 1dm—1arCtg§—|—c—1arct f—l—c
4 LN T B

Feladat: / (xz + 5)6 -2xdr =

Megoldas: Az integrandusban most azt ismerhetjiik fel, hogy egy
fliggvény hatvanya all benne megszorozva a hatvanyozott fiiggvény de-
rivaltjaval. Ugy is mondhatjuk, hogy az integrandus f(z)-f(x) tipust.
Az ilyen fiiggvények integralasara is van egy konnyen alkalmazhato sza-
balyunk:

[ £7@) - 1@y do =

Ebben a feladatban nyilvan f(z) = 22 + 5 az a fiiggyvény, aminek
a hatvanya szerepel, s mellete ott all szorzoként a derivaltja, hiszen
(2% + 5)/ = 2z.
A szabaly azt mondja ki, hogy ilyen esetben a fliggény 1-gyel maga-
sabb kitev6ji hatvanya lesz az integral, elosztva ezen 1-gyel nagyobb
kitevével. Igy az alabbi eredményt kapjuk:

2 7
/<x2+5)6-2xdfc:/(w2+5>6. (m2+5>/ dx = @;—5)—{—0
Lathato, hogy a megoldas soran nem volt sziikség az integrandus hosszas
atalakitdsara. Az volt a fontos, hogy felismerjiik, az integrandus tipu-
sat. Erre akkor van csak esélylink, ha rendelkeziink az alapderivaltak
biztos ismeretével.

fori(@)
TH—’_C’ ahol QER\{ 1}

152



12.

13.

Feladat: / (:c2 — 1)3 -xdx =

Megoldas: Az el6z6 feladat megoldasanak mintajara azt mondhatjuk,
hogy legyen f(z) = 22 — 1, hiszen ennek a fiiggvénynek hatvanya sze-
repel az integrandusban. A gondot az okozza, hogy ennek derivéltja
(acz — 1), = 2z, és nem pontosan ez szerepel a fliggvény hatvanya mel-
lett szorzoként, hanem csak x. Ezen azonban segithetiink, ha az integ-
randust szorozzuk is, és osztjuk is 2-vel. Igy elérjiik, hogy a fiiggvény
hatvanya mellett a hatvanyozott fliggvény derivaltja alljon.

/(mQ—l)S-xdx:/de:

Mivel konstans szorzo kiemelht6 az integralbél, ezért a 2-vel osztés
helyett célszertibb —-del szorzast irni az integral elé. Igy az integrandus

egyértelmien f*(z) - f'(x) tipust.

2 1)3.
/de:;/(ﬂ—l)gﬂmda::

2

:;/( 2_1)3-(x2—1)'d:c

Alkalmazzuk az el6z6 feladatban ismertetett szabalyt.

;/(xZ—l)B-(mQ—l)/da:—1M+c—1(w2—1)4+c

2 4 8

A megoldashol lathatd, hogy ha az integrandus egyik tényezGje egy
fliggvény hatvanya, a masik pedig ezen hatvanyozott fiiggvény derivalt-
janak szam szorosa, akkor kialakithato az f*(x) - f/(x) tipusu integ-
randus. Ilyenkor megfelel§ konstanssal szorzunk is és osztunk is, hogy
a hatvanyozott fiiggvény derivaltja jelenjen meg. Felhivjuk a figyelmet
arra, hogy ilyet csak akkor tehetiink, ha a hatvanyozott fiiggvény deri-
valtjatol csak konstans szorzo erejéig tér el a tényezs. Ha nem konstans
szorzd az eltérés, akkor a fliggvény nem integralhaté ilyen modon.

Feladat: / Jeosx -sinx dx =

Megoldas: Ez el6z6 két feladatban egyértelmtien lathato volt egy fiigg-
vény hatvanya, most ehhez egy kicsit alakitanunk kell az integrandu-
son. A gyok helyett irjunk tortkitevGs hatvanyt.

1
eosz -sinxdr = [ (cosz)® - sinxdx

Igy mar megvan, hogy a cosx fiiggvény hatvanya szerepel az integ-
randusba egyik tényezdként. Mellette sinx all, ami csak egy elGjelben
kiilonbozik a cos x derivaltjatol, hiszen (cosz) = — sin z. Erjiik el, hogy
megjelenjen a negativ elGjel az integrandusban. Ha két negativ elGjelet
is kiteszlink, akkor mintha nem is tettiink volna semmit. Az egyiket
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14.

15.

tegyiik ki az integral elé, a masikat pedig beliil a sin 2-hez. Igy elérjiik,
hogy a hatvanyozott fliggvény derivaltja alljon az integrandusba.
1

/(cos:c)é -sinx dx = —/(cosac)g - (—sinz)dr =
= —/(cos a:)% - (cosz) dz

o . o / fori(=) ,
Ezutan mar alkalmazhato az [ f%(x) - f'(z) dx = P + c szabaly,
e
s az alabbi eredményt kajuk:
4
l 3 3 4
—/(cosav)d - (cosz) dx = —@ +c= —Z(cosm)?’ +c.
3

sh
Feladat: / % dz

ch®x

Megoldas: Ebben a feladatban sem nyilvanvalé, hogy fliggvény hat-
vanya szerepel, ezért alakitunk az integranduson. A tort helyett most
irjunk negativ kitevés hatvannyal val6 szorzast.
/ sh3x dx = /(Chx)_?’-shajdac

ch’x
Mar csak annyit kell észrevenniink, hogy (chz)’ = shz, tehat a méaso-
dik tényez6ben a hatvanyozott fiiggvény derivaltja all.

/(chx)_3 -shadx = /(ch:):)_3 - (chx) dz

Alkalmazva a megfelel§ szabélyt, a kdvetkezs eredményt kapjuk:

-3 I (chz)~? _ 1
/(chx) (chz) dx = — +c_2(cha:)2+c
1
Fel : =
eladat / (1+ 22) - arctg?z de

1
5. Ezért célszertinek lat-
1+=z
szik két tort szorzatdra bontani az integrandust, majd negativ ki-
tevs hatvanyt frni. Igy jol lathatova tehetjiik, hogy az integrandus

fex) - f'(x) tipust.

Megoldas: Tudjuk, hogy (arctgz) =

/ 1 d / 1 1
T = :
(1+ 22) - arctg? (1+22%) arctg?z

1
/ gy (uctse) ™ do = / (arctgx) > - (arctg x)’ dz

Alkalmazzuk tehat az f(x) - f'(x) tipusu fliggvényekre vonatkozo in-
tegralasi modszert.

dr =

(arctgx) ! -1

tgz) 2 (arctgz) do = 22— 4 o=
/(arc gx) - (arctgx) dx 1 +c arctg
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16.

17.

18.

V1
Feladat: / ne dr =
x
1
Megoldas: Tudjuk, hogy (Inz)" = =, ezért célszerd a tortet szorzatta
.1‘ -
bontani, majd a gyok helyett tortkitevds hatvanyt irni. Igy jol lathatova
valik, hogy az integrandus f(x) - f'(z) tipusua fiiggvény.

V1 1 3
nxdx:/\/lnx-fdx:/(lnac)2 ~(Inz) dz
x x

Alkalmazva a megfelel§ integralasi modszert, a kovetkezd eredményt
kapjuk:

1 1 2
/(lna;)2 -(Inz) dz = (ni:))z:) +c= 3 (Inz)? +c.
2
3z2 — 2
Feladat: /mdl’z

Megoldas: Az integrandus olyan tort, melynek szamlélojaban épp a
nevezd derivaltja all, hiszen (x3 — 2z + 6)/ = 322 —2. Ezt ugy is mond-

/

hatjuk, hogy egy tipusa fiiggvényt kell integralnunk. Az ilyen

(
) @) )
fliggvények integraldsara is van egy egyszeri szabaly, mely a kovet-
kezG:

f'(=)

= ln[f(z)| +c.

Mivel most jol lathatéan f(z) = 23 — 22 + 6, csak annyi a feladatunk,
hogy behelyettesitsiink a szabalyba.

322 — 2 (23 — 22 4 6)’
= de= "y =Inla® -2
/933—29:+6 ’ / P 2r 16 (0Tl 2wl

3x

Feladat: /67 dr =
e +5

Megoldas: Most azt kell felismerniink az integranduson, hogy a szam-
1416, csak egy konstans szorzoban tér el a nevezd derivaltjatol, hiszen

(€37 4+ 5) = 3e37.

Ha be tudjuk csempészni a szamlaloba a 3-at, akkor az integrandus
f'(x)
e

mar talalkoztunk korabban, és akkor a hidnyz6 konstanssal szoroztunk
is, osztottunk is. Az osztast egybdl irjuk az integral jel elé, reciprokkal
torténd szorzas forméjaban.

36330 3a:+5
I TE = o ==
e 45 3) e +5 3) €3 +5
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19.

20.

f'(x)

Ezutan mar csak be kell helyettesiteniink az / o) dr =In|f(z)|+ ¢
szabélyba.
3:1:
+5)’ 1 32 1 3
3/ e3$+5 —gln’e +5‘+C—§ln(e —|—5>+c

Mivel a €3* +5 > 0 minden = € IR esetén, ezért hagyhattuk el az
abszolut értéket az eredményben.

Amint lathato, ha olyan tortiink van, meyben a szamlalo csak kons-
tans szorzoban kiilonbozik a nevezd derivaltjatol, akkor a hidnyzé kons-
f'(=)
f(z)

tanssal szorozva és osztva is, elérhets, hogy tipusu fiiggvény le-

gyen az integrandus.

z
Feladat: | ——dz =
eaa/x2+4x

Megoldas: Vegyiik észre, hogy a nevezs derivaltja (:U2 +4)/ = 2z,
csak egy konstans szorzoban tér el a tort szamlélojatol, ami x. Ahhoz,

f'(z)

hogy @) tipusa fiiggvény legyen az integrandus, sziikség lenne a
x

szamléloban a 2-re. Az el6bbiek szerint szorozzunk 2-vel, és ossszunk is

1
2-vel. Az osztast egybdl irjuk az integrél elé §-del szorzas formajaban.

/ T e 1 / 2 + 4
22+4 " 2) 22+ 4 “2) 22+ 4
Mar csak be kell helyette51tenunk a szabalyba.
2 /
;/mdx: %1n}x2+4‘ te= %ln(m2—l—4) +e
Az abszolut érték most is elhagyhato6 az eredményben, hiszen 2244 > 0
minden x € IR esetén.

Feladat: /tga:dx =

sin x
Megoldas: Hasznaljuk fel a tg x definicidjat, azaz irjunk helyette !

Cos T
et.

/tg:z:d:z::/smx dx
cosS T

Az integralando tort szamlaloja csak egy elGjelben tér el a nevezs deri-
valtjatol, hiszen (cosz)’ = — sin x. Szorozzuk meg ezért az integrandust
—1-gyel, és az integral elé is irjunk egy negativ elGjelet. Igy elérjiik,

f'(z)
f(z)

sinz —sinx cos )
/ dx:—/ dx:—/(dac
cos T cos T cos T
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21.

22.

Ezutén méar csak be kell helyettesiteniink a megfelel6 integralasi sza-
balyba.

!/
—/ (cos z) dx = —In|cosz| + ¢

COS T

Feladat: /(23: —6)-shaxdr =

Megoldas: Az integrandus most szorzat, s azon beliil is egyik ténye-
zGje polinom, a masik pedig a shx. Ilyen esetben a parciélis integraléas
alkalmazésaval érhetiink célt. Ennek szabalya réviden a kovetkezs:

/u(x) ' (2) dr = u(z) - v(x) — /u'(m) -v(x) dx

Valasszuk a polinomot u(z)-nek, mert igy a szabaly alkalmazasa utén
visszamarado integralban majd ezen polinom derivaltja fog megjelenni,
ami mar csak egy konstans. Igy a parcialis integralas utan méar nem
szorzatfliggvény all majd az integrandusban.

Legyen tehat u(z) = 2z — 6 és v'(z) = shz.

Ekkor u/(z) = 2 és v(x) = chx.

Az ismert v'(z)-b6l integralassal kaptuk meg v(x)-et.
Helyettesitslink be a szabalyba.

/(Qx —6)-shxdr = (2z — 6) -chx—/2-chxdw

A feladatot még nem oldottuk meg, hisz még van egy integrélunk.
Ebbdl azonban a konstans szorzot kiemelhetjiik, s utana méar csak egy
alapintegral marad. Igy az eredmény a kovetkezs lesz:

(2x—6)-chw—/Q-chxdx:(2x—6)-chx—2/chxdx:
=(2x—6)-chx —2shz +c

Feladat: /(Bx +7)-5%dx

Megoldas: Az integrandus egy hasonl6 szorzat, mint amilyen az el§zé
feladatban szerepelt, igy megint a parcialis integralassal préobalkozha-
tunk.

Legyen u(x) = 3z + 7 és v'(z) = 5°.
€T

Ekkor u/(z) = 3 és v(z) = o

Helyettesitsiink be a szabalyba.

e 5o 5
/(3x+7)-5 do = (30 +7) 1~ /3 2 ds

A még meghatarozandé integralbél emeljiik ki a konstansokat, igy mar
csak egy alapintegral marad majd, amit meghatarozunk.
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5 = 22 5=
(Bx+7)- /3 o5 e = (Bx+7)- 5 1n5/5 x =

59” 5" 5%

23. Feladat: /(43: +3)-lnxdr =

Megoldas: [smét szorzatot kell integralnunk, és az egyik tényez6 most
is polinom, de a mésik tényezSben all6 Inx méas tipusi mint ami az
el6z6 két feladatban szerepelt. Akkor ott olyan fiiggvény allt, amely
alapintegral volt. A Inx nem ilyen fiiggvény. Ezért nem célszerd &t
v'(z)-nek valasztani, hiszen akkor a v(x)-et nem konnyt meghatarozni.
Legyen tehat a szereposztas most a parcialis integralas sordn a kovet-
kez6:

u(z) =lnx és v'(x) =4z + 3

1
Ekkor u/(x) = ~ és v(v) = 222 + 3z

x
Helyettesitslink ezutan a szabalyba.

1
4z +3) - Inzdr = (22 + 3z) -1 —/22 3z)-—d

/(m—l—)na:a: (x+x)nx (:U—F:c)xa:

A még meghatarozando integralban egyszertisitsiink, majd végezziik el
az integralast.

(2x2+3x)‘lnx—/2x+3dm: (2x2+3x) ‘Inx — (a:2—|—3x)+c

10.2. Osszetett feladatok
1. Feladat: /ctg2a: de =

Megoldas: Az integrandus egy Gsszetett fliggvény, s az Osszetett fligg-
vényekre nincs altaldnos integréalasi szabély. Probaljuk dtalakitani, hogy

integralhaté fiiggvényt, vagy azok Osszegét kapjuk. Induljunk el a leg-
COS T

egyszeriibb szoba johets Osszefiiggésbdl, mely szerint ctgx = ——,
sin
és irjuk ezt be az integrandusba. Mivel igy egy tort négyzetét kap-
juk, ezutan ugy alakithatunk tovabb, hogy kiilon emeljiik négyzetre a

szamlalot és a nevezit.

2 2
/CthI‘dl': / <C?S$) dx:/C.OSQIdx
sinx sin” x

Még nem latszik pontosan miért j6 ez az atalakitas, de kozépiskolabol
tobb olyan Gsszefiiggés is ismert, melyben sin® z és cos? x szerepel, igy
ebben az irdnyban tovabb alakithat6 a fiiggvény. Ismét a legegyszertibb
Osszefiiggésbs]l menjiink tovabb, ami a sin? z + cos?z = 1 azonossag.
Rendezziik ezt at cos?x = 1 — sin? z alakra, és helyettesitsiink be az

integrandus szamléalojaba.
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cos?x 1—sin?z
—5 dr = — dzx
sin” x sin® x

Bontsuk fel ezutén a tortet két tort Osszegére azaltal, hogy kiilon oszt-
juk el a szamlalo tagjait, majd egyszerisitsiink amelyik tortben erre
lehet6ség van.

1 —sin?z 1 sin? x 1
s~ x s~ x s~ T s~ T

FEzzel sikeriilt elérniink, hogy az integrandus két alapintegral kiilonb-
sége lett. A tagokat kiilon integralhatjuk, s az alapintegralokat egy-
szertien be kell helyettesitentiink.

1 1
/,2 —1dx:/,2 dw—/ld:r:—ctga;—x—l—c
sin® x sin”

A feladatot megoldottuk, de taldn az olvasoban felvet&dik az a kérdés,
miért nem a nevezében allo sin? x helyére helyettesitettiink 1 — cos? -
et, hiszen ezt is megtehettiik volna. Természetesen ez az atalakitas sem
lett volna hibéas, de ekkor nem tudtuk volna tovabb alakitani az integ-
randust. A tortek esetében tObbszor hajthatunk végre olyan atalaki-
tast, hogy kiilon osztjuk el a szamlélo tagjait. Ehhez arra van sziikség,
hogy a szamlaloban alljon Gsszeg vagy kiilonbség, és ne a nevezdében.
Az is fontos volt a tovabbi alakités soran, hogy a szamléalo egyik tagja
megegyezett a nevezdvel, s igy tudtunk egyszertisiteni. Az egyszertisités

utan kapott 1 pedig alapintegral, hiszen / lde =x+c.

5x? + 2
. Feladat: / S dx =
22 (22 +1)
Megoldas: Az integrandus egy elég bonyolult tort, azonban észreve-
hetjiik, hogy a szamlald olyan Osszegre bonthaté, melynek egyik tagja
a nevezd egyik tényezGjének, masik tagja pedig a nevezd masik ténye-
zGjének a szamszorosa.
5z2 + 2 322 +2 (22 +1
/Ldm:/ 422+ 1)
22 (224 1) z? - (22 +1)
Ez azért jo, mert igy a tortet két tort Osszegére bonthatjuk, és a kelet-
kez§ torteken beliil egyszertsithetiink.
322 +2 (2% + 1 322 2 (22 +1
/w+($+)d$:/ T +(x+)d1::
22 (22 4+ 1) 22 (22 41)  x22-(22+41)

3
:/x2+1+fdx

Az Osszeget természetesen tagonként integraljuk, a konstans szorzok
pedig kiemelhetc’ik

3
/72_’_1 _/xQ dw+/ dm—3/$2 dx+2/$2
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Az elsé tag alapintegral, a méasodik tagban pedig a reciprok helyett
irjunk ink&dbb negativ kitevés hatanyt.

1 1 1
s [ wrn [ Lams [ L

Ezutan méar csak be kell helyettesiteniink a megfelels alapintegralokat.
1 9 rt 2

3/7d:c+2/x dr = 3arctgr + 2—— 4 ¢ = 3arctger — — + ¢

2 +1 -1 x

dx+2/x_2dx

7
. Feladat: dr =
clada /25x2+20x+13 v

Megoldas: Olyan tort 4ll az integrandusban, melynek szamlaloja kons-
tans, nevez§je pedig egy mésodfoku kifejezés. Hasonléval taldlkoztunk
az alapfeladatok kozott, csak ott a masodfokn kifejezés sokkal egy-
szertibb volt. Akkor olyan Osszetett fliggvénnyé tudtuk alakitani az
integrandust, melynek linearis bels§ fiiggvénye volt. Most is megpro-
béalhatjuk ezt elérni. Ehhez els6 1épésként alakitsunk teljes négyzetté a
nevezében, a szamlalobol a konstanst pedig emeljiik ki.

1
— dx=7/—2da:
25x2 4 20z + 13 (bx +2)"+9

Ezutan emeljiik ki a nevezébdl a 9-et, hogy helyén 1 maradjon. Azért

1
tessziik ezt, mert a fiiggvény igy egyre jobban hasonlit majd az T2
x
alapintegrélra.
1

7 / / dx

(52 4 2)* 9 (5x + 2)? +1

5 5 2
Az (:E—gl_)—et frjuk inkabb < T ) alakban.

d
9/ 5x+2 9/<5x+2) , v

dx + 2
Utolso atalakitasként pedig az Tt helyett hasznaljuk inkadbb az

2
gx + 3 alakot, valamint cseréljiik meg a nevezében a tagok sorrend-
jét.

7 1 7 1
— / 5 —dr = / 5 dx
9 <5l‘—|—2) 41 9 1+<5 +2)
CraZ
3 3 3
Ezen alakbol mar jol latszik, hogy olyan Gsszetett fiiggvényt kell integ-
1

ralnunk, melynek kiilsé fliggvénye az 1522 alapintegral, belss fiigg-
T

5 2
vénye pedig az gx + 3 linearis fiiggvény. Alkalmazzuk az ilyen 6ssze-
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F b
M + I integré_

tett fliggvényekre vonatkozo / flax +b)dx =
lasi szabalyt.

1
1+ a2
Helyettesitsiink a szabélyba. Az alabbi eredményt kapjuk:

5 2

7 1 7 arctg <31’ + 3> 7 5 9

§/ 5 2™ 5 +C:15amtg<3x+3>+c
A feladat megoldasa sorédn alkalmazott eljards segitségével integral-
hatjuk az Gsszes olyan tortet, melynek szamlaldja konstans, nevezdje
pedig szorzattd nem bonthaté masodfoku kifejezés. Ilyenkor a neve-
z6ben teljes négyzetté alakitunk, majd kiemeléssel elérjiik, hogy az
Osszegben szerepld konstans tag 1 legyen. A nevezdben szereplé méasik

tagot ugy alakitjuk, hogy egy els6foku kifejezés négyzete legyen. Ekkor
1

5
A kiils6 fiiggvény integralja: / dr = arctgr + ¢, és a = 3

olyan Osszetett fiiggvényt kapunk, melynek kiilsé fiiggvénye T3 22
T
bels6 fliggvénye pedig linearis.

1
dr =
V9r2 — 241 — 9
Megoldas: A feladat nagyon hasonlit az elézére, csak a nevezSben
gyok alatt all a mésodfoki kifejezés. Van hérom olyan alapintegra-

lunk, melyben a nevez6ben masodfoku kifejezés all gyok alatt. Ezek a
kovetkezsk:

. Feladat: /

dxr = arcsin x + c,

[ =
[
[ =

Ha az el6z6 feladatban alkalmazott eljarassal alakitjuk az integran-
dust, most a gyok alatt végrehajtva a lépéseket, akkor olyan Osszetett
fliggvényt kapunk, melynek kiils§ fliggvénye ezen harom alapintegral
valamelyike, belsé fliggvénye pedig linearis. Els6 1épésként alakitsunk
teljes négyzetté a gyok alatt.

dx = arshzx + ¢,

dx = archx + c.

1 1
/ dr = / dx
V9z? — 24z — 9 V(3z —4)? — 25
Most kiemeléssel érjiik el, hogy a 25 helyére 1 keriiljon. Mivel gyok alol

emeliink ki, {gy az integral elGtt = jelenik meg.
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dx
/ Vv (3z — — 25 "5 /
-1
25
Ezutan a gyok alatti tortet alakitsuk tgy, hogy elséfoku kifejezés négy-
zete szerepeljen.

Jﬁ 7
O o

Amint lathato, jelen esetben
3 4

—T— .

5 5

Alkalmazva az / flaz +b)dz =
alabbi eredményt kapjuk:

1/ 1 _1
(a:—) -1 5
9 b

. Feladat: /cos5 rdr =

> a kiils6 fliggvény, a belsd bedig
2 —

F b
(axi—i—) + c integralési szabalyt, az

Megoldas: Az integrandusban szerepel egy fliggvény hatvanya, de saj-
nos nem szerepel mellette szorzoként a hatvanyozott fliggvény deri-
véltja, vagy annak szamszorosa. Igy nem tudjuk azt mondani, hogy az
integrandus f*(z) - f/(z) tipusi. Bontsuk ezért szorzatta a fiiggvényt.

/cos5xd:1; = /cos4x -cosx dr
Az els6 tényezd tovabb alakithato.
2
/cos4 T -cosxdr = / (0052 a:) -cosxdx

A sin? z + cos? z = 1 sszefiiggést rendezziik cos? x = 1 —sin? z alakra,
és helyettesitsiink az integrandusban cos? z helyére.

/<0052x>2-cosxdx:/(1—sin2x)2'cos:cdx

Végezziik el a négyzetre emelést.
2
/ (1 — sin® J;) -cosxdr = / (1 —2sin?z + sin4x> - cos x dx

Ezutan a zarojelet felbontva, az alabbit kapjuk:
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4

/cosx—Qsian-cosx—Fsin T - cosxdr

A harom tagot kiilon integraljuk, és a masodik tagbol kiemeliink.
/cosxd:z: — 2/sin2:p -cosx dx + /sin4x - cos x dx

Az els6 tag egy alapintegral, a masik kettGben pedig f*(z) - f/(x) ti-

pust fiiggvény az integrandus, hiszen (sinz) = cosx. Igy ezen két

faJrl(w)
o

+ ¢ szabalyt alkalmaz-
+1

tag esetében az /fa(m) f(x)dx =
hatjuk. Az eredmény az alabbi:

sin®z  sin®x

_l’_
3 5
Hasonl6é médon integralhatok a sin x, cos x, shx és chx paratlan kitevés
hatvanyai.

sinz — 2 +c

. Feladat: / (41’2 — 6z + 5) -cosx dr

Megoldas: Az integrandus egy szorzat, melynek elsG tényezGje egy
polinom, masodik tényezGje pedig a cosz. Ilyen esetben a parcidlis
integralas (fu-v' =wu-v— [u -v) vezet célhoz.

Legyen v = 422 — 6z + 5 és v/ = cos .
Ekkor v/ = 8z — 6 és v = sin .

Helyettesitsiink a szabalyba.
/ (4502 — 6z + 5) -coszdr = (4372 — 6z + 5)-81113:—/ (8z —6) - sinz dx

A még meghatarozandé integral ugyanolyan tipusd, mint amilyen az
eredeti feladat volt, csak 1-gyel alacsonyabb a polinom fokszama, azaz
mér csak els6foki. Ezért Gjra alkalmazzuk a parcialis integralast.

Legyen u = 8z — 6 és v/ = sinx.
Ekkor v/ = 8 és v = — cos .

Amikor a szabalyba helyettesitiink, akkor figyeljlink oda, hogy az integ-
ral el6tt negativ elgjel 4llt, ami majd az integral helyére keriil6 mindkét
tagra vonatkozik majd. Ezért célszerd zardjelbe tenni a behelyettesi-
tésnél, hogy csokkentsiik a hibazas veszélyét.

/<4x2—6x+5) -cosrdxr =

= (42% — 62+ 5) - sinz — <(8:z: —6)-(—cosw) — /8(— cos x) dx)
Bontsuk fel a zarojelet, és emeljiik ki a konstanst az integralbol.

/<4x2—6x+5) -cosrdxr =
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= (42% — 62+ 5) - sinz + (8z — 6) -cos:c—8/cosxd:c

Mar csak egy alapintegralunk van, melyet helyettesitsiink be. Az ered-
mény a kovetkezs:

/(4.%'2—6.%'+5) -cosrdxr =

= (42® — 62 +5) - sinz + (82 — 6) - cosx — 8sinz + ¢ =
= (42% — 62 — 3) -sinx + (82 — 6) - cosx + c.

. Feladat: / arcsinz dr =

Megoldas: Az integrandus egy olyan elemi alapfiiggvény, mely egy
mésik elemi alapfiiggvény inverzeként keriilt bevezetésre. Ilyen fiigg-
vények pl. a Inx, arccosz, arctgz, arshx, arthx.... Ilyen esetben a
parcidlis integralas alkalmazasa célravezets. Mivel azonban az integ-
randus nem szorzat, ilyenkor a fliggvény mellé egy 1-es szorzot irunk.
A szereposztas természetesen a kovetkezs:

u = arcsinz és v/ = 1.

Ekkor v/ = ——— és v = z.

1— a2
(Gondoljuk végig, hogy a forditott szereposztas teljesen értelmetlen,
hiszen ha v’ = arcsinz lenne, akkor a parcialis integralas végrehaj-
tasdhoz sziikségiink volna mér az integral eredményére. Csak olyan
fliggvényt valaszthatunk v’-nak, amit konnyen tudunk integralni.)

Helyettesitstink a szabalyba.

1
arcsinz dr = x - arcsinx — /a: —dx
/ V1—2x2

1

A még meghatarozandé integralban az ﬁ—et irjuk at hatvany
-

alakra, valamint szorozzunk és osszunk —2-vel. Az osztast persze ir-

1 .
juk egybdl az integral el6tt —§—del szorzas forméajaban. Igy az alabbit

kapjuk:
. . 1 2\ 2
/arcsmxdm =z -aresinz — (3 / (1 —x > - (—2z) dx.
Azért kedvezd ez az atalakitas, mert (1 — x2)/ = —2z, igy ezaltal egy

f%x) - f'(x) tipusa fliggvényt kaptunk. Alkalmazzuk az ilyen fiigg-

vényekre vonatkoz6 integréalasi szabalyt.
1

, _ 1(1-22) °
/arcsma:d:c =g -arcsinx + > 1 +c=
2

=gz-arcsinz +vV1—22+¢
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8. Feladat: /3’3~cosxdq: =

Megoldas: Az integrandus olyan szorzat, melynek mindkét tényezGje
az a®, sinx, cosz, shx, chx fliggvények valamelyike. Ilyen esetben is
sokszor célszert a parcidlis integralas alkalmazésa, s6t altaldban két-
szer is kell hasznélni a szabalyt. Az ilyen integrandus esetén mindegy,
hogyan osztjuk ki a szerepeket az els6 parciélis integralas soran.

Legyen most u = 3% és v/ = cosx a szereposztas.
Ekkor v/ = 3% -1n3 és v = sinx.

Helyettesitstink a szabalyba.

/33C -cosxdr = 3% -sinx — /3”” ‘In3-sinzdx

Eneljiik ki az integralbol a konstans In 3-at, majd osszuk ki a kdvet-
kez§ parcialis integralashoz a szerepeket. Itt mar nem mindegy, hogyan
valasztunk. Ugyantgy kell kiosztanunk a szerepeket, mint az els§ eset-
ben.

/3‘” ccosxdr = 3" -sinz — 1113/3‘” -sinz dx
Legyen tehat u = 3% és v/ = sinx a szereposztas.
Ekkor u/ = 3% -In3 és v = — cos x.

Ujra helyettesitsiink a szabalyba.
/ 3% - cosxdr =

3% .sinx —In3- (336 - (—cosx) — /3x -In3 - (—cosx) da:)
Bontsuk fel a zarojelet, és ismét emeljiik ki a konstanst az integralbol.
/35” ~coszdr =3%-sinz+1n3-3%-cosz —In?3- /3”” -cosz dx

Igy lényegében egy olyan egyenletet kaptunk, amiben az integral az
ismeretlen, mert a kétszeri parcialis integralas utdn az eredeti integral
szam szorosat kaptuk. Annyi a feladatunk, hogy ebbdl az egyenletbdl
kifjezziik az integralt. Els6 lépésként adjunk mindkét oldalhoz

In23. /3ﬁt - cos = dx-et.

/3x-cosxd:p+ln23-/3x'cosxdac =3%.sinz+1n3-3%-cosz + ¢
Emeljik ki az integralt a bal oldalon.
(1+1n23>/3x-cosa:dszx-sin:U+ln3-3x'cosx—i—c

Végiil osszuk az egyenlet mindkét oldalat (1 + In? 3)—mal.

1

/?ﬁ”-cosxd:)::i2
1+ 1In°3

(3% -sinz +1n3-3"-cosz) + ¢
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9. Feladat: /e2m-sin3x dr =

Megoldas: A feladat hasonlit az elézére. Olyan szorzatot kell integ-
ralnunk, melynek egyik tényezGje exponencialis, mésik tényez&je pedig
sin. Most is parcialis integraléssal célszeri probéalkozni, és tetszélegesen
oszthatjuk ki a szerepeket.

Legyen pl. u = e?® és v/ = sin 3x.
cos 3z
Ekkor v = 2¢%* és v = — 3

Szeretnénk felhivni a figyelmet arra, hogy mindkét tényezé olyan Gssze-
tett fliggvény, melynek belsé fliggvénye els6foku. Figyeljiink oda, mert
amikor u-bol u/-t allitjuk els, akkor a derivalasnal a belsé fiiggvény de-
rivaltjaval szoroznunk kell a kiils§ fliggvény derivaltjat, amikor pedig
v/-bél allitjuk els v-t, azaz integralunk, akkor a belss fiiggvénybsl x
egyiitthatojaval osztanunk kell a kiils6 fliggvény integraljat.

Helyettesitstink be ezutan a szabélyba.

/6233 . Sin3xdm = €2x . (_COZBI‘) _ /26293 . (_C08331:> de

Miel6tt tijra alkalmaznank a parciélis integralast, célszert ezt egy kicsit
rendezni, s a konstansokat kiemelni a tagokban.

1 2
/e% -sin 3z dz = —gezx -cos 3x + g/e% - cos 3z dx

Most tjra osszuk ki a szerepeket immaron figyelve arra, hogy ugyanigy
tegyiik ezt, mint az els§ esetben.

Legyen pl. u = €%* és v’ = cos 3z.
sin 3
Ekkor v/ = 2¢%* és v = 1n3 96

Helyettesitstink a szabalyba.
1 2 ; .
3 3 3 3

Bontsuk fel a zardjelet, és a konstansokat most is emeljiik ki a tagokbol.

1 2 4
/62:” -sin 3z dx = —ge% - cos 3x + §e2x -sin 3x — §/62$ -sin 3z dx

A kétszeri parciali sintegralas utan az eredeti integral egy szam szo-
rosat kaptuk a jobb oldalon. Igy annyi a feladatunk, hogy a kapott
egyenletbdl fejezziik ki az integralt. Adjunk hozza mindkét oldalhoz

4
g / €2 . sin 3x dz-et.

13 1 2
9 e®® . sin 3z dx = —56236 - cos 3x + §62$ sin 3z + ¢

1
Végiil osszunk g—del, azaz szorozzunk %—dal.
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13
Az eredményt kiemelés utan az aldbbi alakban is frhatjuk:

2x
/629” - sin 3z dx :61—3 (2sin3x — 3cos 3x) + c.

2
/629” -sin 3z dz = —36293 -cos 3x + Ee% -sin3x + ¢
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11.

11.1.

1.

Hatarozott integral és alkalmazasai

Alapfeladatok
3
Feladat: / v+ 1ldx =
0

Megoldas: Egy hatérozott integral kiszamolasa a feladat. Ilyenkor a
Newton-Leibniz-tételt hasznalhatjuk, mely azt mondja ki, hogy ha f
folytonos fliggvény az [a,b] intervallumon, és F ezen f fliggvény egy
tetsz6leges primitiv fiiggvénye, akkor

b
/a f(@)dz = [F(2)]2 = F(b) - F(a).

Eszerint els6ként sziikségiink van egy primitiv fiiggvényre, azaz tulaj-
donképpen hatarozatlanul kell integralnunk. Ezutan méar csak be kell
helyettesiteniink az integralasi hatarokat a kapott primitiv fliggvénybe,
és venni azok kiilonbségét. A primitiv fliggvény meghatarozasihoz irjuk
a gyokot hatvany alakban.

3 3 1
/ \/$+1d$:/(m+1)2d:n
0 0

Most allitsuk el§ a primitiv fiiggvényt. Mivel hatvanyt integralunk, igy
eggyel noveljiik a kitevst, s az 4j kitevével osztunk.

3
3
3 1 1)2 9 393
/(x+1)2dac: G :{@:H)Q]
0 3 3 0
2 0

Ezutan helyettesitsiik be az integralasi hatarokat, s vegyiik a két érték
kiilonbségét. A fels§ hatar helyettesitési értékébdl vonjuk az alsé hatar
helyettesitési értékét.

2 313 9 309 309 2 14
z 1 = 2B+ —Z0+1)*=2.8-2.1="
S| =3B+ -0+ =2 s g =]
21
Feladat:/ — = _dx=
1 Bz —2)2

Megoldas: Els6ként most is egy primitiv fliggvényt kell meghataroz-
nunk. Ehhez a tort helyett célszerti negativ kitevés hatvanyt frnunk.

/12(3$i2)2da::/12(3x—2)2dx

A hatérozatlan integralas soran most is eggyel noveljiik a kitevst, és
osztunk az 1j kitevével. De most figyeljiink oda, mert linearis belsd
fiiggvény is van a hatvanyon beliil. Ezért osztanunk kell még a belsd
fliggvénybdl x egyiitthatojaval.

[ - [@w_;?g*]j I ey
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Vegylik ezek utan a fels6 és az alsd hatar helyettesitési értékének kii-
lonbségét.

{_ 1 r__l_<_1)__1+1_1
92 —6]; 9-2—-6 9-1-6/ 12 3 4

41
. Feladat:/
1

dr =

NZ
Megoldas: Els6 1épésként irjuk a gyokdt hatvany alakban.
4 1— 4 1—
Y dr = / 7133 dx
1 VT 1,
Bontsuk két tortre az integralandé tortet.

41— 4 1
/ lxdx:/—l—ildx
1 2 1 2 2

x x x
Az elsé tagot irjuk negativ kitevével, a méasodik tagban pedig végezziik
el az osztast, igy mindegyik tagban egyetlen hatvanyfiiggvényt kapunk.

"1 o S S L
— — —Tdr= T T —x der = z - —z dx
1.2 2 1 1

x x

Végezziik el a hatarozatlan integralast.
1 Tk A

4 1 1 2 2 1 3
33 T 3 2 2}
r  —zidr=|5—=5| =227 — -z

/1 1 3 [ 3 I

2 2 11

Utolso lépésként pedig vegyiik a fels§ és az alsdé hatar helyettesitési
értékének kiilonbségét.

1 9 374 1 9 3 1 9 3
{2952—39:2] :(2-42—3-42)—(2-12—3-12>:
1
_(4_16‘)_(2_2)__8
N 3 3) 3

™

. Feladat: /g cos3rdxr =
0

Megoldas: Els6ként hatarozzunk meg egy primitiv fiiggvényt. Figyel-

jink oda, olyan Gsszetett fiiggvényt integralunk, melyben a bels§ fligg-

vény linearis. Ezért a kiils6 fliggvény integréaljat osztani kell a belsé

fliggvénybdl = egyiitthatojaval.

/6 cos3x dx = {sm 33@ ’
0 3 o

Helyettesitsiik be a hatarokat, és vegyiik a kapott értékek kiillonbségét.

. T
{sin&r}g S (3'(;) sin(3-0) 1 < N )
= — == s1n§ —sin0 ) =

3 1o 3 3 3
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1 1
=-—(1-0)= =
3( ) 3
4 5
5. Feladat:/ dr =
2 2x—3

Megoldas: Az integrandusbol emeljiik ki a szamlaléban allo 5-6t, s
utédna olyan Gsszetett fiiggvény marad, melynek bels§ fiiggvénye els6-
fokt. Ezutan hajtsuk végre a hatérozatlan integralast.

4 5 41 In|2z—3]1* 5 4
d = d = - :71 2r —
/2 9z — 3 5/2 22— 34" 5{ 2 h g 2 =3[l

Helyettesitsiik a két hatart, s vegyilik az értékek kiilonbségét.

g[ln|2x—3|}§:g(ln|2-4—3|—1n|2'2—3|):g(lnf)—lnl):
:g(ln5—0):gln5%4.024

6. Feladat: Hat4rozzuk meg az f(r) = 22 — 4x + 5 fiiggvény grafikonja
és az x-tengely kozotti sikrész teriiletét a [0, 3] intervallumon!

Megoldas: Vizsgaljuk meg, valt-e elGjelet a fliggvény a (0,3) inter-
vallumban. Ha ugyanis igen, akkor tobb részletben kell szdmolnunk
a teriiletet, de ha nem, akkor egyetlen integral kiszamolasa elég lesz.
Oldjuk meg tehét az f(x) = 0 egyenletet, ami az 22 — 4z + 5 = 0 méa-
sodfoki egyenletet jelenti. Mivel ennek az egyenletnek a diszkriminansa
negativ (D = (—4)? —4-5= —4 < 0), ezért nincs valés gydk, tehat a
fiiggvény sehol sem valt elGjelet. Mivel 22 egyiitthatoja pozitiv, ezért
a fiiggvény csak pozitiv értékeket vesz fel. Igy a kérdéses teriilet egy-
szertien megegyezik a fliggvény adott intervallumon vett integréljéval,
azaz

3
T:/ 2% — dx + 5dz.
0

Hatérozzunk meg egy primitiv fliggvényt.
3

3
T = l$—2x2+5x
3 0

Helyettesitsiik a két hatart, és vegylik az értékek kiilonbségét.
33 03
T = (—2-32+5-3> - (3—2'02+5.0> =6

7. Feladat: Hatarozzuk meg az f(z) = 22 + 4z fiiggvény grafikonja és az
x tengely altal kdzrezart véges sikrész teriiletét!

Megoldas: Els§ 1épésben hatarozzuk meg, hol metszi a fliggvény gra-
fikonja az x tengelyt, azaz oldjuk meg az f(x) = 0 egyenletet.

2 +4x =0
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16. abra. Az f(x) = 22 + 4z fiiggvény grafikonja

Alakitsunk szorzatta a bal oldalon.
z(z+4)=0

Igy mar egyértelmi, hogy az egyenlet két megoldasa az © = —4 és
az x = 0. Ha készitiink egy abrat a fliggvényrsl, akkor nyilvanvalo,
hogy a meghatarozando teriilet a fiiggvény [—4, 0] intervallumon vett
integraljanak —1-szerese, mert az alakzat az = tengely alatt helyezkedik
el.

0
T:—/ 22 + 4z dx
—4

Hatérozzunk meg egy primitiv fliggvényt.
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3 0

z 2
— 42
3 + 2z

T=-—

—4
Helyettesitslink a Newton-Leibniz-szabalyba.

3 _A)3
T:—<<03+2-02> —<(;>+2-(—4)2>> :333

A feladat megoldasabdl lathato, hogy ha olyan alakzat teriiletét ke-
ressiik, amely az adott intervallumon negativ értéki fiiggvény grafi-
konja, és az x tengely kozott helyezkedik el, akkor a fliggvény integ-
raljanak —1-szeresét kell venniink. Természetesen azt is megtehetnénk
ilyenkor, hogy a fliggvény adott intervallumon vett integraljanak az

abszolut értékét vessziik. Jelen esetben a kovetkezét is irhattuk volna:
0
T = / 2% + dx dx
—4

8. Feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = 23 — 8 fiiggvény grafikonja és a
koordinatarendszer két tengelye altal hatarolt véges sikrész teriiletét!

Megoldas: A feladat megoldasat ismét az f(z) = 0 egyenlet megol-
daséaval kezdjiik. Az egyenlet atrendezett alakja: 2% = 8.

Ebbél x = 2 kovetkezik.

Ha abrat készitiink a fiiggvényrsl, akkor jol lathato, hogy olyan véges
sikrész, melyet a két tengely és a fiiggvény grafikonja hatérol, a [0, 2]
intervallumon talalhato. Itt a fliggvény negativ értékeket vesz fel, igy a
teriiletet a fiiggvény ezen intervallumon vett integraljanak —1-szerese
adja.

2
T:—/ z® — 8dx
0

Hatarozzunk meg egy primitiv fliggvényt.
4 2

T=-— [”3 - 84
4 0

Helyettesitstink a Newton-Leibniz-szabalyba.

() ()

11.2. Osszetett feladatok

us .
1 Sln2 T

dr =

1. Feladat:/ 7
0 cos*x

Megoldas: ElsSként egy primitiv fiiggvényt kellene elallitanunk. Eh-
hez alakitsuk at az integrandust. Bontsuk szorzatti a nevezdt, majd
pedig az integrandust két tort szozatara.
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17. abra. Az f(x) = 23 — 8 fiiggvény grafikonja

4 Sln :E bln X 4 Sln i
i, = oz -costx T o2z cosx dx
0 COs cos? x - cos cos2x  cos
. sin?z
=tgz, gy —
cos? x

T sin’x 1 i, 1

/ 02T otz dx = / tg°r - —3

0 Cos?T oS 0 cos? x

Ebbdl az alakbol mar egyértelmtien lathato, hogy az integrandus most
*(x) - f'(x) tipust, hiszen (tgz) =

F (@) - () tipust, biszen (tg2) = —

Felhasznalva az ilyen fiiggvényekre vonatkozd integralasi szabalyt, ha-
tarozzunk meg egy primitiv fiiggvényt.

i 1 tghz]
/4 tg2e - dr = |27
0 cos? x 3 0

Helyettesitsiik be az integralasi hatérokat, és vegyiik a két érték kii-
lonbségét.

tgdz ] 1(371' 5> 1,y o 1 1
BT 2 (13T _tgt0) =2 (1P—03) =2 (1—0) = =
[3]0 3837 3( ) 31-00=3

1
. Feladat: / x-e®dr =
0

sin x
Mivel helyett tg?x irhato.
cos T

Megoldas: Az integrandusban olyan szorzat all, melynek egyik té-
nyezdje polinom, masik tényezGje pedig exponencialis, ezért a primitiv
fliggvény meghatarozasahoz parcidlisan kell integralnunk. Ilyenkor a je-
16lés egyszertibbé tétele végett célszert kiilon elvégezni a hatarozatlan
integralast, majd utana visszatérni a hatarozott integralhoz.

Legyen u(z) = x és v'(z) = €2*.
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62:1:

Ekkor u/(z) =1 és v(z) = -
Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az e2* olyan Gsszetett fiiggvény, mely-
nek belsd fiiggvénye elssfoki, igy integralasakor a kiilss fiiggvény integ-

raljat osztani kell a bels6 fliggvénybdl x egytitthatdjaval.

Helyettesitstink be a szabalyba.

2x 2x
2z € € 1 2x / 2z
. R B - . —
/iL' e“ dx X 5 / 5 dx 9 (.CE e e d.’IJ)

Hatérozzuk meg a még visszamaradt integralt. Itt is figyeljiink a line-
aris belsg fiiggvényre.

1 2 1
/a:-edex:2<:c-e2x—€2>+c:62x(§—4)+c

Most térjiink vissza a hatarozott integralhoz a primitiv fiiggvénnyel.

1 1
/ x- e dr = {6233 (m_l)]
0 2 4/

Helyettesitsiink a Newton-Leibniz-szabalyba.
1 2
o0 (T 1 91 (1 1) 2.0 (0 1) e 1
- — - = e ——— ) =—+-~2.097
{e (2 4)]0 ‘ (2 1) ¢ \amg) Tt

e
. Feladat: / 22 -Inzdr =
1

Megoldas: Az integrandus ismét szorzat. Az egyik tényez6 most is
polinom, a mésik pedig a természetes alapt logaritmus, igy a primitiv
fliggvény meghatarozisihoz most is parcialis integralasra van sziikség.
Célszerti el6szor csak hatarozatlan integralt irni.
Legyen u(z) = Inz és v'(x) = 3.
1 z?
Ekkor v/(z) = ~ és v(z) = —.
(2) =~ és o) = =

Helyettesitstink a szabalyba.

4 4
3 x 1
.1 =2 lnpz— | =—.=
/:U nzxdx 1 nr /4 xdiL’

A még meghatarozandé integralban egyszerisitsiink.

4 3
/xg-lnxdm:%dnx—/%dm

Ezutan hatérozzuk meg a primitiv fliggvényt.

4 4 1 1
/a:3‘ln:1:dx:z'lnx—slcts+c:x4(rf_m)+c

Most térjiink vissza a hatarozott integralhoz.
€ Inz 1)\]°¢
3 4
‘Inxdr = —_— =
& tmads [:” (4 16>L
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Helyettesitsiik az integralisi hatarokat a primitiv fliggvénybe és vegyiik
a kapott értékek kiilonbségét.

[m4(m_1)] 264(1116_1)_14(1111_1):
116/, 116 116

11 0 1 3 11
4 4 4

S Y o P M 1) ~ 10.
¢ (4 16) (4 16) 16° 16 16 (3¢* +1) ~ 1030

. Feladat: Hatarozzuk meg az f(zr) = tga fliggvény grafikonja és az

v e .. . . ™ T
xr-tengely kozotti teriilet nagysagat a 61 intervallumon!

Megoldas: Vizsgaljuk meg, valt-e elGjelet a fliggvény az adott inter-
vallumban, azaz oldjuk meg a tgx = 0 egyenletet. Ennek megoldasa:
x=k-w, k€ Z,ésezen megoldisok koziil az x = 0 az adott interval-
lum belsejében van. A fliggvény itt az elGjelét is megvaltoztatja, hiszen

a <_72T’0> intervallumon negativ a fiiggvény, a (0, —g intervallu-

mon pedig pozitiv. Az alakzatot tehat két részre kell bontanunk, és a
teriiletét két integrallal tudjuk meghatarozni. Egyrészt az intervallum
als6é végpontjatol integralunk a zérushelyig, és vessziik ezen integral
—1-szeresét, masrészt pedig a zérushelytél integralunk az intervallum
fels6 végpontjaig. Ugyanez jelekkel lefrva:

0 by
T:—/ tgxda:+/4tg:rdx.
us 0

6

Mivel az integrandus nem alapintegral, ezért végezziik el kiilon a hatéaro-
sinx
-et.

zatlan integralast. A tgz helyett irjunk

/tgxdx:/smxd:r
coS T

Szorozzunk és osszunk is —1-gyel. Az osztést egybdl emeljiik ki az
integral elé egy elGjel formajéban.

/ sin x do — _/ —sinxdx

cos T cos T

Mindezt azért tettiik, mert (cosz)’ = —sinz, s igy az integrandus
f'(=)
f()

: !

—sinx CcoS T
—/ dr = —/( ) dx.

coS T CcoS T

COsS T

tipus lett, azaz

/
Alkalmazzuk az ch((x)) tipusu fiiggvényekre vonatkozo integréalasi sza-
x
balyt.
/
—/ (cos z) dr = —1In|cosx| + ¢
cos

Ezutéan térjiink vissza a teriilethez.
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18. abra. Az f(x) = tgx fliggvény grafikonja

T=-[- ln\cosm]](i% + [~ In|cosz||§ = [In] cosx\](l% — [In|cosx|]§

Helyettesitsiink a Newton-Leibniz-szabalyba.

cos (~£)]) = (]eos (5| - cosol) =

(o)) e
2

T = (ln\c080| —1In

Inl —In— In— —1Inl —_— =
2 2 2

2 2 2 2 4
=In—+4+Ih—==1I ( . ) =1In— ~0.490
V3 V2 V3 V2 V6
. Feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = € és g(x) = 22 —2x+1 fiiggvények
grafikonjai kozti teriiletet a [—1, 1] intervallumon!

Megoldas:Elgszor azt kell eldonteniink, hogy metszi-e egymaést a két
fliggvény grafikonja az adott intervallumban. Tegyiik egyenlévé a két
fiiggvényt, igy az e® = 22 — 2z + 1 egyenletet kapjuk, melyet algebrai
dton nem tudunk megoldani. Ha abrazoljuk a két fiiggvényt, akkor sejt-
hetd, hogy x = 0 esetén metszik egymaést, és a sejtést a fiiggvényekbe
torténd behelyettesitéssel gyorsan ellendrizhetjiik is.

f0)=e’=1¢s59g(0)=02-2-0+1=1

A két fliggvény grafikonja tehat valoban az x = 0 helyen metszi egy-
mast. Més metszéspont pedig nincs az adott intervallumban, hiszen az
exponencialis fliggvény szigortian monoton né, a masodfoka fiiggvény
pedig szigorian monoton csokken itt, igy a két fiiggvénynek legfeljebb
egy kozos pontja lehet az adott intervallumban.

A metszéspont miatt a kérdéses teriiletet két integrallal tudjuk meg-
hatérozni. Egyrészt integraljuk —1-t6l 0-ig a g(z) — f(x) fliggvényt,
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19. abra. Az f(z) = e® ¢és g(x) = 2% — 22 + 1 fiiggvények grafikonjai

mert itt a g(x) grafikonja halad az f(z) grafikonja felett. Majd ehhez
hozzéadjuk az f(x)— g(x) fuggvénynek 0-t6l 1-ig vett integraljat. Ezen
az intervallumon az f(z) grafikonja halad g(x) grafikonja felett, ezért
vonjuk f(x)-bdl a g(z)-et. A teriilet tehéat az alabbi médon irhaté fel:

T—/_O1 (m2—2x+1)—exdx+/olex—(x2—2x+1) dx

Hatérozzunk meg primitiv fliggvényeket.
0

+

3
T= lg—xz—i-x—e”

1
3
x
ex—g—l—xz—m}
0

Végiil helyettesitsiink a Newton-Leibniz-szabalyba.

T = <0;—02+0—e°>—<(_31)3—(—1)2+(—1)—e—1>+

1_L3 2 1\ _ 0_@ 2_ ) —
+le 3+1 1 e 3+0 0] =

——1—<—1—2—1>+<e—1>—1—e+1%3.086
3 e 3 e

. Feladat: Szamoljuk ki azon forgastest térfogatat, mely az f(x) = thx
fiiggvény grafikonja [0, 1] intervallumhoz tartozo ivének z-tengely ko-
riili forgatasaval keletkezik!

-1

Megoldas: Tudjuk, hogy egy folytonos fiiggvény [a, b] intervallumhoz
tartzo ivének x-tengely koriili forgatasakor keletkez§ forgastest térfo-
gatara az alabbi Gsszefiiggés igaz:

V:ﬂ’/bf2<l’)d$.
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Lényegében annyi a feladatunk, hogy behelyettesitiink ebbe a képletbe,
majd elvégezziik az integralast. A helyettesités soran egyrészt a fiigg-
vényt kell helyettesiteni, masrészt pedig az intervallum végpontjait.
Jelen esetben igy az alabbit kapjuk:

1
V= ﬂ'/ thz dx.
0

sh
Alakitsunk az integranduson azt felhasznalva, hogy thx = aka

chzx
1 2 1 2
V:ﬂ'/ <th) d:z:zw/ Shzwdx
o \chzx o ch®z

Ezutan hasznaljuk fel az 1 = ch?z — sh?z azonossagot, melyet hozzunk
sh?z = ch?z—1 alakra. Helyettesitsiik ezt az integrandus szamlalojaba.

Leh?z — 1
V:ﬂ'/ #d:v
0 ch*x

Bontsuk fel ezutan két tortre a fliggvényt, és egyszertsitsiink.

1 ch? 1 1 1

o ch“x ch°x 0 ch*z
Igy méar csak két alapintegral maradt. Hatarozzuk meg a primitiv fiigg-
vényt.
V = [z — tha];
Végiil helyettesitsiik az integralasi hatarokat, és vegyiik az értékek kii-
16nbségét.
V =7 ((1 —thl) — (0 —th0)) = 7 (1 — thl) ~ 0.749

. Feladat: Szamoljuk ki azon forgéastest térfogatat, mely az f(x) =
x

W fiiggvény grafikonja [0, 1] intervallumhoz tartozo ivének x-

tengely koriili forgataséaval keletkezik!

Megoldas: Helyettesitsiink be a forgastestek térfogatara vonatkozd

b
V= 7r/ f%(x) dz képletbe.

1 e 2
Ve[ (o)
0 \Ve2@ +1
Végezziik el a négyzetre emelést.
1 er
V=m / ——dx
0 Ve +1

A tort helyett irjunk inkdbb negativ kitevés hatvannyal torténd szor-
zést. Természetesen a gyokrdl is térjiink &t tortkitevds hatvanyra.

V:ﬂ"/01<62x+1>_;~62$d$
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Mivel (ezx + 1), = 2e2%, ezért szorozzunk is és osszunk is kettével. Az
1
osztést egybdl az integréljel elé irjuk i_dd val6 szorzéas forméjaban.
1 1
_ E 2x T2 2x
V—2/0<e +1) (26 )d:c
Az integrandus ezen alakban f%(x)- f/(z) tipustva valt, s {gy konnyen

elvégezhets az integralés.
1

1
2z 2 1
e e

2 0
Utolso 1épésként helyettesitsiink a Newton-Leibniz-szabalyba.

V—n (\/6(2-1) +1— /e 1 1) =7 (Ve +1-v2) ~ 4.656

1
V:

— [V 1)
0 0

. Feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = z - \/x fliggvény gorbéjének {v-

1
hosszat a [0, 4} intervallumon!

Megoldas: Tudjuk, hogy az f(z) folytonosan differencialhato fiigg-
vény grafikonjanak ivhosszat az [a, b] intervallumon az alabbi Gsszefiig-
gés adja:

= [ i P

Ebbe a képletbe kell behelyettesiteniink a feladatban megadott fligg-
vény derivaltjat és az intervallum végpontjait.

Els6ként derivaljuk a fliggvényt, azonban ehhez célszerd atalakitani, és
egyetlen hatvanyként irni.

fxy=z-Vx=x-2°> =2
Ezutén mar egyszeri a derivalas.
335 3

)= Sat =SV

Most helyettesitsiink az ivhossz képletébe.

|F|:/0}11/1+<;\/5>2dx

Végezziik el a négyzetre emelést.

1[0
4

|F|:/ 1+ -zde
0 4

A gy6kot irjuk hatvanyként.

-
Njw

1

1 1
|r|=/4 (1—1—937)2 dx
0 1
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10.

Igy jol lathato, hogy az integrandus olyan Osszetett fiiggvény, mely-
nek belsé fliggvénye linearis. Integralnunk kell tehat a kiilss fliggvényt,

majd osztanunk kell a bels§ fiiggvénybdl x egyiitthatojaval.
1

g 1
9 \21*
<1+x>
4 8
I=|"—5—7g—

39 27

9 \*|"
1 —
(1+3) ]
0
2 4 0
Végiil helyettesitsiik az integralasi hatarokat.

8 9 1\3 9 3 8 /125 61
|F|_27(\/<1+4'4) ‘\/(1+4'0>)—27<64‘1>—216

1
Feladat: Szamoljuk ki az f(z) = 2% — % fiiggvény gorbéjének iv-

hosszat a [1, e] intervallumon!

b
Megoldas: Mivel az |T'| = / 1+ (f'(x))? dz képletbe kell helyett-

seiteniink, igy elsGként el kell allitanunk a fliggvény derivaltjat.
1
!/
= 2 _ —
fl(e) =20 — o

Helyettesitsiink a képletbe.

e 1 2
|r|:/ 1+<2x—) do
1 8x

Végezziik el a négyzetre emelést, majd vonjunk Gssze.

e 1 1 € 1 1
I = 1+ (422 — - dz/\/42 5 d
IN /1\/+<x 2+64I2>x 1 x+2+64x2x

A gyok alatt allo kifejezésben egy teljes négyzet ismerhets fel, s igy
elttinik az integrandusbodl a négyzetgyok.

|r|—/e (2 +1>2d —/62 vl
= T+ o T = . z+ o de

Igy mar csak alapintegralok szerepelnek az integrandusban, meghata-
rozhatunk tehat egy primitiv fliggvényt.

Inz]®
I = |22+ }
Tl = o+ 57|
Helyettesitstink a Newton-Leibniz-szabalyba.

Ine Inl 1 7
T = 2 ) — ]_2 >:<2 >1 = 2*7% .14
||(e+8><+8 o) —(1+0) =~ L~ 65

Feladat: Hatarozzuk meg azon forgastest palastjanak felszinét, mely
ugy keletkezik, hogy az f(z) = /3z + 1 fiiggvény grafikonjanak [1, 3]
intervallumhoz tartozo ivét megforgatjuk az x-tengely koriil!
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Megoldas: Tudjuk, hogy az [a, b] intervallumon folytonosan differen-
cialhato f(x) figgvény grafikonjanak x tengely koriili megforgatéaséaval
kapott forgastest paldstjanak felszinét az alabbi Gsszefiiggés adja:

—27r/f J1+ (F(2)? da.

Ebbe a képletbe kell behelyettesiteniink a feladatban megadott fligg-
vényt és derivaltjat, valamint az intervallum végpontjait.

Allitsuk el§ a fiiggvény derivaltjat. Figyeljiink oda arra, hogy Osszetett
fliggvényt derivalunk, igy a kiilsé fliggvény derivaltjat szorozni kell még
a belsé fliggvény derivaltjaval.

1 3
f(@) = 3=
23z +1 23z +1

Ezutédn mar helyettesithetiink a képletbe.

3 3 2
F=or | VBoril-J1+(—2) d
W/l v \/ +(2\/3x+1> v

Végezziik el a masodik gyok alatt a négyzetre emelést.

9
F=2 V3 1 dx
7'['/ z+1 + 1Bz + 1)

A két gyokos kifejezés szorzatat irjuk fel egyetlen gyokkel, és végezziik
el a szorzéast.

F:27T/13\/(3x+1)-(1—1-4(3;)”)dx:277/13\/(3x+1)+idx

Vonjunk 6ssze a gyok alatt, és a irjunk inkadbb tortkitevss hatvanyt a
gyok helyett.

3 1 3 13\ 2
F:27r/ \/3x+3da::27r/ <3x+3>2 dx
1 4 1 4

Atalakitasaink eredményeként az integrandus olyan sszetett fiiggvény
lett, melynek bels6 fliggvénye els6foki, igy konnyen elvégezhets az
integralas. A kiilsg fliggvényt integraljuk, és osztunk a belsé fiiggvény-
bél z egyiitthatojaval.

13\ 31°
2
<3$+) 33
4
1

3
°.3 9 4
2 1

A primitiv fiiggvénybe helyettesitsiik az integréalasi hatarokat.

P ([ )l ))-
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(V) -5 (6-0)) -

= — — = 38.05
9 8

11. Feladat: Szamoljuk ki azon forgastest palastjanak felszinét, mely tgy
3
keletkezik, hogy az f(x) = % fiiggvény grafikonjanak [0, 1] interval-
lumhoz tartozo ivét forgatjuk meg az x-tengely koriil!

Megoldas: Amint az el6z6 feladatban, gy most is az alabbi képletbe
kell helyettesiteniink.

_27r/ F@) /14 (f/(2))? do
Ehhez allitsuk el§ a fliggvény derivaltjat.

fz) = ?’ff =’

Ezutan végezziik el a helyettesitést.

1I3
_ 2\2
F_27r/0 St @22 de

Végezziik el a négyzetre emelést, emeljlink ki, és a gyok helyett irjunk
inkabb hatvényt

F:27r/ \/1+:r4dx*—/ 1+x d:):

Mivel (14 z ) = 4a3, ezért szorozzunk is és osszunk is 4-gyel. Az

1
osztést, amint az korabban is tettiik, irjuk Z—del szorzés forméajaban

az integral el()’tt
2 1 4\ 5
F:27r/ —V1+ztdr = — 4/4:5 (1+x> dx

Ezzel sikeriilt elérniink, hogy az integrandus f%(x) - f (x) tipusu lett.

F = 5 / 1+ a2 1 +x ) dx
Alkalmazzuk a megfelelo integralasi szabalyt.
(1 4)% 1 1
s +x s 3
F=—|—7—"—| == 1+ 24
6| 3 5[V,
2 0

Helyettesitsiik ezutan az integralasi intervallum végpontjait.

F=T (\/(1 L1/ +o4)3) = T (VB 1) ~ 0638
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