I. feladatsor
(1) Toltse ki az alabbi tablazatot:
Komplex szam | Valds rész | Képzetes rész | Konjugalt | Abszolutérték
4+ 2
-3+ 4i
5t —1
—61

3—21
71
(2) Adottak az aldabbi komplex szamok: z; = 2+ 3i, 2o = 1 — 4, 23 = 2i. Hatdrozza meg az aldbbiakat:

(a) 21 + 29 (b)z1+2z2  (¢)z+7Z2 (d) 21 — 29
(e) |z + 22| () |za] + 22| (8) 21-22  (h) Z1- 22
(i) 23 - 22 §)) a7 (k) ?2_2 1) |Zz1 2]
(m) [21] - |z2] (n) Z—; (0) Z—j (p) z—;
@w: 0@ 0L 022
w [*7]

(3) Legyen z; = 3(cos60° + i sin60°) valamint 2o = 12(cos 120° 4 ¢ sin 120°). Hatarozza meg az
alabbiakat:
(a) [z1] (b) [z (¢) z1- 22 (d) P,
(€) ¢ () ¥z (8) vz (h) ¥z =

(4) Toltse ki az alabbi tablazatot:

Z1

Algebrai alak | Trigonometrikus alak
141
1— /3
V/2(cos 135° + i sin 135°)
2
7

ldja meg az alabbi egyenleteket a komplex szdmok halmazan:
a) (2+3i)z+4=5+2i

22 —-22410=0

22— 2z =34 2V3i

22=9

2=-16

) V/2(cos 225° + i sin 225°) + (4 — 3i)i
b) V4 —4v/3i
) 3+ 3

2(cos 330° + 4 sin 330°)
.3 .

Z — S

(@) 5 L2 =) + 2(cos 120° + i sin 120°)
7;2009 Z_ 2'2010

3—2




(7) Oldja m eg az alabbi egyenleteket a komplex szamok halmazan:
(a) i-z—3+2i"=4
(b (22—3)2—5+z =2
(c) 3z+4z=2+1
(d z—2zz—z =3+ 2
(e) 22 +iz=0
(f) z*

241z +(i+1)zn =i

(2—i)z1 —(3—1i)zs =2+5i

(h) {z1 — 222 = -3 .

)
)
)
)
)
)
)

(g

ta

) 2z = /2(cos 45° — i sin 45°)
) z = 2(sin 135° + i cos 135°)
) z = 4(cos 300° + 7 sin 150°)
) z = 4(cos 330° + 7 sin 150°)
) z =1icos30° — cos120°



I1. feladatsor
(1) Toltse ki az alabbi tablatatot:

f'<x() ) ggw) flg(x)) g(f(z)) f(f(z))
sinl(m) +x+1| Vo
) 3" +1
cos(z?)
2sin(:c)
lg(2° + 2z — 1)
\/arcsin(z)
In(z) e’
In(z) z?
In(z) In(z)
(2) Hatarozza meg a valés szamok legbévebb részhalmazat, ahol az alabbi fiiggvények értelmesek:
_VE+ 1) -5)
(a) f(x) = e
®) o) =
(€ fo) =25
(d) f(z) = —W
(©) fla) =g ()
(f) f(z) = arcsin (:r; f_ 2)
V3r —1
(8) flz) = W |
arccos(z + 2
(h) f(z) = Th@+d)

Abr

(a) f(x) =—2(2x —4)* -5

(b) f(x) =3arcsin(2z — 1)+
(c) f(z)=—In(5+3)—4

(d) f(z) =3e" 42

(e) flx) =—v3x+4—-2



(4) Hatarozza meg az alabbi fiiggvények inverz fiiggvényét, ha létezik. Ha nem létezik akkor hatérozza
meg a valds szamok legbovebb részhalmazat, ahol az inverz létezik és hatarozza is meg azt!

(a) f(x) =4z -6

(b) f(z) = \/2393+6

(©) flz)= =~ 6

(d) f(z)=2""+3

(e) f(x) = logs(2x —10) +6
() flx)=(z -4 +3

(8) flr) =

(h) f(x )—2arcsm s — 1 +7

r—1

<mﬂm:;m%<7r>_%
(3) f($)=cos(x;7r>—3

aros, paraltlan vagy egyik sem az alabbi fliggvény:
) f () = e "2

b) f(z) =e * sinz
) f(x) = 2% + cosx + 2




II1. feladatsor
on — 1

(1) Adja meg az a, = 1 sorozat kovetkezd elemeit: aq, as, Gpi1, Gp_3.
n
(2) Vizsgalja meg az aldbbi sorozatokat monotonitas és konvergencia szempontjabdl:
1 n+2 1\n in+ 2
@ =g Man=im5 ©a=(-3)" Da=g—
(3) Adottak az alabbi konvergens sorozatok. Adja meg a hatarértéket, és azt a kiiszobindexet, amelynél
nagyobb indext tagjai a sorozatnak ¢ = ﬁ—nél kisebb hibaval kozelitik a hatarértéket!
dn+1 1—-3n 2—3n in + 2
(a) a p Wan=Tmmr @ an =g o =g
(4) Hatédrozza meg az aldbbi nevezetes sorozatok hatarértéket:
1
(a) a, =3 (b) a, == (c) a,=2"
n
3\n
(d) ap =’ (e) anZQ% (f) an:(_é_l)
3\n .
(8) an=(1-=)" (h)a,= nz (i) a, = n:
n

o=y ©a=y Oa=(1+2)
(5) A nevezetes sorozathatérértékek ismeretével és a miiveletekre vonatkozo tételek segitségével hatdrozza
meg mely sorozatok konvergensek és mi a hatarértékiik!
(a) ap=2n*—-3n+1 (b)a, =Tn*—5n?
(c) a, =4n* —12n* +1 (d) a, = —6n° + 20n* + 100
(6) Hatarozza meg a kovetkezd sorozatok hatarértékét:

—5n+1 3n+n+1
n — b) a, =
O T T
+on° —1n n -+
n: d TL:—
(c) a Int — 4n? + 3n (d) a n?—n-+2
@ —5n%+2n+1 (0) 1—2n?
e) a, = y = ——————
1—n—"Tnt a4 nd—Tn+1
() 1—n—"Tn* (h) n>—Tn+1
Ay = n— T 1 A o5
& A2+ 2n 1 “ 1= 202
(i 14+ 4n ) —2n 4 Tn?
i)a, = ——— a, =
2n +v2n + 1 ) N?24+n+vnd3+3
5—n 4 — 3n?
(k) a, 1) a

_4n—2+\/9n2—|—n+3 n_2n2+\/n4+n3—l—1

(7) Hatarozza meg a kovetkezd sorozatok hatarértékét:
(2n +1)? n?+1 3n*+1

n— S—m— b n — -
(a) a ,3/52n6+4n , (b) a 2n+1 o6n—1
o2 1 dn? 41
(@ an=2 L @) 4 = VBT — V3 F 10

T 4An—T7  Sn+1
(€) an=Van+7—V3n+10 (f)a,=vn2i+Tn—1—-vVn2+n
VAn? +2n +1 n?+vnd+1
(g) an = (h) an = 75—+

vVoin2 +n -+ 10 3n?2 —n+4

(8) Hatdrozza meg a kovetkezd sorozatok hatarértékét:

2n+1 . 31171 23n+1 - 3n+1
(a) an = (b) an = — =7~
1+3n on 4 gntl
52n71 _9n 42n+1 _ 2n+3
o= (D=5
2n+1 _ 43n—1 3n+1 _ 93n+1
3 4 4 2
(@ an="——75— Oa=mm o

24n—1 _ 5n—3 42n—4 _ 32n+3
(g) an = 42n+2 + 52n (h) an = 5 —I— 2n+2



(9) Hatarozza meg a kévetkez6 sorozatok hatérértékét:

2 n+3 4 n
(a) an:(l—kﬁ) (b) an:(l—k%)
1\" 1\?
(¢) a, = 1+§ (d)an—(l——)
n
1 3n 9 2n—3
(e) an:<1+ﬁ> (f) an:<1—ﬁ>
5 n+1 2 n—3
® o= (253) = (552)
n
n+ 14 2n—1 7n+4 3n—2
m%:( ) w%z( )
n—3 ™m+5
5 n+1 2 n—3
S (50)" - (35
n n
on + 2\ dn +8\" 7
(m) a, = TE (n) a, = 6
n n
(0) a, = (n2+3)n2 ) 4 = (2712 +2>n2+2
" \n2+5 "\ +5
(@ a = <2n2—n+3>n 202 3n2+2n—3)7" i
n—\ 9.2 &
2n +53




IV. feladatsor

(1) Hatdrozza meg az alédbbi fliggvényhatarértékeket a fiiggvény grafikonjanak ismeretében:

(a) lim 2* lim 23
T—r+00 T——00
1 1
(b) lim —, lim —, lim —
r—+00 L T—— oox z—0
_ 1
© M e M
(d) hm\/_ lim vz
z—07F
(e) hm 2%, lim 2°
T—r+00 T—>—00
I .. 12
() Jim (3)° lm_(3)
(2) hmlga: hm lgxz, lim lgz
z—0 T—+00
(h) hm log. x, llm logi @, lim logi x
z—0 2 r—0t r—+00
(i) lim sinz, lim sinz
T—+00 T——00
(j) lim tgx
=5~
(k) lim arcsinz, hm arcsinz, lim arcsinx
z——17+ —1 z—1—
(1) lim arctgz, hm arctge
T—>+00 T——00
(m) lim arccosz, hm arccos
z——11 —1
(n) lim arcctge, hm arcctgr
T—+00 T——00
(0)
22+4 hax>1
J(e) = {49” hax <1
Jim f(z), lm f(z), im f(2), lin f(2)
(p)
L haz<?2
fla) =97
Vr hax>2
Jim  f(z), lim f(z), lim f(2), lim f(2)
(a)
1\% 1
-2 ha z < —1
tim  f(z), lim f(z), lim f(z), lim f(z)
(2) Hatérozza meg az alédbbi fiiggvények xo-beli hatarértékét:

tar

(a) f(z) = =2+ 32" +2° + 1, 70 = —00, +00

(b) f(x) = 3—210:1:2—|—x+20, To = —00, +00
-3z —bxr+1

(C) f() %x§+7x2+317x0__ooa+oo
z° + d5x° +

( )f( ) _2%‘3_1'2"_10’1.0 —OO,+OO
—r° +x + 2

(e) f(i’f)—m, To = —00,+00
—2x° + 4z — 2

f = - _

()f(l') _2x2+3x+77x0 OO,+OO

-6
(g) f(x> = La Ty = —OO,+OO, _3707 1

24+ 22— 3



22— —2

h = —
( ) f(l') —2$3+6I2—8$, Lo OO7+0070717274
) )
(i) f(z) = P _orr9 o =0,1,2,3
) r? —4x +4
() f(z)= PR —-1,2
23 +62° + 9z
k . ——
()f(x) %‘24—5«5"_6 » L0 370
x° — 6z° + 8x
(1) flz) = 2 _or_g 0= —00, +00
vVe+1-1
(m) flw) = ¥, 20 = 0, +00
() f(z) = Val+zr+1-1 e oo 4o
- y L0 — TV,
(3) Hatéarozza meg az aldbbi hatarértékeket:
. x 2z
| :
@l iz UM o
. sin(2x) . sinbx
(c hir(l] 2 (d) hr% g
T . T— €T
e) lim s%n oL f) lim tgor
z—0 s]g17x z—0 4z
) lim & ! (h) Tim &
8 250 Tx 20 sin(3z)
! : 1
(i) lim e= (3) lim arctg ( 5
1 S5x—1 Tz 44 2z41
k) Li 1— i
<>m£20( 20 1 v Jim (x+6)
Bz 1\ . (5r -2\
(m) lim <3x+2 () Jim (5x+7)
. r+1 r+1 2r +5 3x
| :
(0) S (2x+3) () th<>0 (7x—3
( ) - 3$+2 2x+3 i 5I+2 4r—1
227 + 2\ *F° dw —3\*
I
() fim (m = ) (t) Jfim (gx - 1>

, 322 + 22 + 20 >+
lim [ —————
3x2 4+ 20



V. feladatsor

(1) Adja meg az xy helyhez tartozé differenciahdnyados fiiggvényt, a differencidlhdanyados értékét a
definici6 alapjan:

(a) f(z)=5,20=2,20=-3
(b) f(z) =3, w9 =2, 20 =3
() fx)=va+a, 19=—3, 20 =2, 19 =4

(2) Adja meg az aldbbi fiiggvények szel6 egyeneseinek egyenletét, valamint az érint6 egyenesek egyen-
letét:
(a) f(z) =42®+1, P1(0,1), P»(—1,5)
(b> f(l') = %7 P1<27 %)? P2(_37 _%)
(3) Hatarozza meg az alédbbi fiiggvények derivaltfiiggvényeit:
: 1 1
(a) f(x):é/ﬁ+ﬁ+;—1

2 x
= (—) —4sinx

(b) flz) = {5

(¢) f(z) =22+ V7 + 1o§3 x

(d) f(x) = 32" — cosx + -

(e) f(z) =sinzx - tgz

(f) f(z) =e"-Inx

(g) f(z) =lgz-arcsinx

(h) f(x) = Vrlgx

(i) f(z) = 42 - arctge

(j) f(x) =Inzsinx

(k) f(x) = tgx

(1) f(x) = ctgr

(m) f(a) = ——

() ()= >

B 2T _ 1’4
@ 10 ==
(v) f(w) = LE
cqgtx

(@ 1) = 22

(r) f(x) = sin(z®

(s) f(z) = (sinz)’

(t) f(z) = lngle +4)

(1) J() = 5

(V) f(l') _ etg:p-ln(:): “+cosx)

(w) () =a*

() 1) = =

. r +

) flo) =sin (3555)

(2) f@) = (@ + 3y
(aa) r(p) =47 -lnp+ 2
(ab) V(t) =% - cos(3t)
(ac) h(t) =t-p° —p" +t, p valés paraméter
(ad) h(p) =t-p° —p" +t, t valés paraméter
(aa) f(x) = ctgz - (/o +37)"

—~
>~
~—
T

atarozza meg az alabbi hatarértékeket:



arcsin(5z) . 2+ 2

im ———= lim —— lim (22 - In(z lim z*
z—0 3z z—o0 322 + 1 + 11 :z—>0+( (7)) z—0+
. 1\" . 1 1 . x—sinx . 1 1
lim (14 — lim - — lim —— lim | — — —
T——00 T t—»1+\xz—1 Inzx =0 Tsinz z—0+ \x sinz
i w1 . 1—coszx . Ing . arctanz
lim ex—=? lim — lim lim ————
r—1 . x—0 €T r—2 L — 2 x—0 €T
1}1_{](()10 %2 }CILI[I) 2z - ctg3z zlg&(sm x) xlg&(ctgx)
e B+ Ap @i+ 1) iy Iz tee

(5) Irja fel az aldbbi f(x) fiiggvények m meredekségli érintéinek egyenletét:
(a) f(x) =22 —92% + 182+ 20, m =6

(b) f(x) :—%H+x, m = 10

(c) f(z) = %arctg(?x +3), m= %

(6) Hol novekvd, hol csokkend, hol van lokalis szélséértéke és milyen a széls6érték jellege az f(z)
figgvénynek, ha a derivalt fiiggvénye az alabbi:

@) @) = e + 4o 9
() ()= D

-3
(¢) f'a) = Inz-

(z —2)*(z — 5)
(x 4+ 3)(x —4)
(7) Hol konvex, hol konkdv, hol van inflexiés pontja az f(x) fliggvénynek, ha a mésodik derivalt
fiiggvénye az alabbi:
(a) f'(x) = (z+4)(z - 3)”
(x4 4)3(z — 2)?

0 =
(C) f//(l’) = ([If— 1)2<£L'—2) - 27

(8) Végezzen teljes fiiggvényvizsgalatot az alabbi fliggvényeken:
(a) f(z) =3z -2’

1
b —
() 9(0) = 1
(c) h(z) = 42® + =
x
2
, x
(@) i) = "
(e) j(x) = 2%~
(f) k(zx) =xlgzx
(2) () = In(s? + 4)
(h) m(x) = In(2? — 1)
(9) Hatérozza meg az aldbbi fiiggvények xy kiiroli n-ed foku Taylor polimonjat!
A3 2 _ _ _
- - ’ 0—Y — L -
(a) f(z)=a*+2a° =22 +2+3, x0=0,20=1,n=4
1
(b)f(x):el—Ql" $0:O,I0:§,$0:17n:3,n:4
(¢) flx)=In(z+2), x0=0,20=—-1,n=3
(10) Oldja meg a kovetkezd szoveges feladatokat!
(a) Egy feliil nyitott, négyzet alapi doboz készitéséhez 2m? teriiletti lemezt hasznalhatunk fel.

Hogyan valasszuk meg a doboz méreteit, hogy a térfogata a legnagyobb legyen, és mekkora ez
a legnagyobb térfogat?

(b) Egy foly6é két partjan van két varos, a képen lathatd elrendezés szerint. Szeretnénk kabelt
fektetni a két varos kozott. A kabelfektetés koltsége 1000 petak méterenként a szazatfoldon,
2000 petak méterenlant a viz alatt. Milyen tutvonal(ak) esetén minimadlis a koltség?



(c¢) Egy felill nyitott henger alakd, 1/2 1 térfogatii méréedényt szeretnénk késziteni. Hogyan
valasszuk az edény alapsugarat és magassagat, hogy minél kevesebb lemezt hasznaljunk fel, és
mennyi felhasznélt lemezmennyiség?

(d) Legfeljebb mekkora téglalap alaku tertiletet lehet korbekeritani 400 méter keritéssel?

(e) Legaldbb mennyi kerités kell egy 25 m? alapteriileti tégalap alakfi telek korbekeritéséhez?



V1. feladatsor

(1) Az alapfliggvények integralja segitségével hatdrozza meg az aldbbi fiiggvények hatarozatlan in-
tegraljat:

@) f@) =o' = 1 42 R 3‘“;5—12

(¢) f(z) =e® —4dsinz + Y (d) f(z) = ——

(€) () = 55y +14 (0) ) =5 — 327+ 2 43

(6) fe) =deosz— —5 (W) fe) =+ 5~ 3V
(2) Hatdrozza meg az aldbbi fliggvények hatérozatlan integraljat:

3

(a) f(x) = (1 - Ta)? (b)f(r) = 5——

(¢) fx) =¥ X (d) f(z) =sin(5 5 3z)

0= Grmrny IO ey

&)= =g W= s

(3) Hatérozza meg az alédbbi fiiggvények hatarozatlan integraljat:

(@) f(@) = dsinz-co’ s (b) f(a) = 5=
B 2x . tg’s
(c) f(x) = V212 (d) flz) = 20052x
(© 1) = Va5 =20 (1) fla) = T
(g) fla) = 22 (b) f(x) = (()4) i
Q) f(z) = ;iiz () f(z) = %

(4) Hatdrozza meg az aldbbi fiiggvények hatdrozatlan integréljat:

(a) f(x):4x2+1 (b) f(z) = 4—73:v
© 1@ = 7 (@S0 = e
de™®
(e) f(z) = 5+ 3¢ () f(=) = (1 + x?)arctg(x)

(5) Hatarozza meg az alédbbi fiiggvények hatarozatlan integraljat:
1
() f(2) = e cos (b) f(a) = ? 1
© F0) == (@) f) = osin )
(6) Hatdrozza meg az alédbbi fliggvények hatdrozatlan integréaljat parcidlis integraldssal:
(a) f(z) = (2¢ —b) cosx (b) f(z) = (2* — 1)sinz

(c) f(z) = (4o + 3)e™ (d) f(w) = dwe' ™™

(e) f(z) = sin(2z)e' ™" (f)f(x) = arcsinx

() /() = (2* — 20+ Dlnz () f(z) = na

(i) f(x) = arctge (G) flz) = 2xarctg:c

(k) f(z) = cos(2z +2)e™ ™ (1) f(z) =In*(2) - (a* + 2+ 2)
(7) Hatarozza meg az alabbi fiiggvények hat arozatlan integraljat:



OECE——
(@ J@) =
() fl@) = x2—6?;c+13
1
0 flo) = ——
() f(x) = T
VI = w02 =3



VI1I. feladatsor

(1) Hatarozza meg az aldbbi hatérozott integralok értékét:
3

(a) /_:idx (b) /27\/x——|—2dx () Lﬁﬁm
(d) /lelnxdm (c) /jmczx (1) /Oﬂsinmdx

(2) Hatarozza meg a teriileteket, ha:
(0) () = ——. s w € [6,-3)
(b) f(x) = xe*®, és x € [0;1]
(c) f(z) =V +3,ésxe[-3,1]

(3) Hatérozza meg a két gorbe altal kozrezart teriiletet!

(a) f(z) =2° g(z) =2 +2
(b) F(a) = vz, g(x) = %
(c) f(z) =V, g(x) =
(4) Hatérozza meg az f(x) és az x tengely dltal kozbezért tertiletet!
(a) f(z) =2*—bx
(b) f(z) = —2* — bz

)
ta
)
)
(c) f(z)=(r—2)Inzx
(5) Hatarozza meg aldbbi fiiggvények ivhosszat!
)
)
) f
ta
)
)

o

&

(a) f(z) =3z x € [2;4]
(b

flx)=v1—2%2x€][0;1]
(c) f(z) =2zvx +1, z €[0;11]
(6) Hatarozza meg alédbbi fiiggvények x tengely koriili megforgatdsaval keletkezett forgastest térfogatat!

o

(a) f(x)=V1—2a2z€l0;1]
1
(b) f(x) = € [-2;0]
2
(©) f(e) = g v € [0:2
(d) f(z) =€"+1, x € [0;1]
(e) f(z) =aVInz, z € [1;¢]
1
f =\ ~11
0 50 =\ gy * € 4
(7) Hatarozza meg alabbi fliggvények z tengely koriili megforgatasaval keletkezett forgastest palastjanak
felszinét!

(a) f(z) =V1—2a%xe€l0;1]
(b) f(z) =2* z €[0;2]
(8) Hatarozza meg alabbi fliggvények = tengely koriili megforgatasdval keletkezett forgdstest teljes
felszinét!
(a) f(x)=V1—2x?z€|0;1]
(b) f(z) =2* z €[0;2]



VIII. feladatsor
(1) Igazolja, hogy az y' = 2 — 2z + y differencidlegyenletnek megoldésa az y = 2z + 3e”!
(2) Igazolja, hogy az y" — 3y’ + 2y + 3 — 22 = 0 differencidlegyenletnek az y = 3e® + €** + x fiiggvény
megoldasa
(3) Oldja meg az alédbbi differencidlegyenleteket
(a) ¥y =cosx+2, y(0)=5
/

Y
) iy =1 w0 =0
(4) Oldja meg az alédbbi differencidlegyenleteket
, 1 -2z
(a) ¥+ y=1
(b) ¥ + 2zy = xe™ ™’
2z

- et
() ¥’ = — n 1y x
(d) v'z — 2y2? = 22
(5) OldJa meg az alabbi differencidlegyenleteket

(a) (@ + 1)y =y, y(0)=3
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(b) ¥ = N

(c) zy —y =1

(d) y/ — e2:r;+y

(e) 2z +1)y' =3y, y(4)=>54

By =(yta) )

() z(1+y?) =yl + %)y

() (v* + Dz = (2° = 2)yy’

(6) Oldja meg az alabbi differencidlegyenleteket

(a) y”+4y +3y=0

(b) ¥y =6y +9y =0

(¢)y' +4y +5y=0

d /! + 4 / — 0

(0 oy

(F) ¢ —dy =

(g) vy — 6y + 34y = 174 cos(2x)

(h) y" + 5y + 6y = 2

(i) y”+4y +3y=2r+3

(i) y — 3y’ — 10y = —30sin(2x) — 46 cos(2z)
(k) v — 2y — 8y = —8x? + 12x + 70

(1) y” + 2y 4+ y = 6 cos(3z) — 8sin(3x)
(m) 3" — 10y + 25y = 123 — 36~

(n) ¥ + 2y + 10y = 10z + 12

(0) ¥ + vy + 6y = 12€** + 622 + 22 + 2

(7) Oldja meg az alabbi differencidlegyenleteket
a) ¥’ — 2y = 6e*®
v +4y' = (242 + 10)e
(c) ¥ — 4y + 4y = 10e**
(d) "+ 9y = 27z — 12sin 3z



