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Analizis Bevezetés
Tartalom | Targymutatd < = 450

1. Bevezetés

A jegyzet a Széchenyi Istvan Egyetem mérnoki BSC-szakos hallgatéi sza-
mara késziilt, az analizis targy bevezetd fejezeteit tartalmazza.

Feltételezziik a szokdsos kozépiskolai matematika ismeretét, de arra
nem épitiink: minden lényeges fogalmat definidlunk, és az allitasok, tételek
talnyomo tobbségét be is bizonyitjuk. Kivételt csak a nagyon egyszerfi
és a nagyon nehéz allitdsok képeznek: el8bbi esetben a bizonyitasokat
gyakorlasképp az Olvasénak javasoljuk elvégezni, mig utébbi esetben a
jegyzetben felépitett matematikai eszkoztar nem elegendd a bizonyitdsra. A
bizonyitasokat mindazonaltal a szovegtdl elkiilonitve, kisebb bettimérettel
irtuk le, hogy a f6 gondolatmenetet konnyebben lehessen kovetni.

A jegyzet fejezetei: alapvet6 fogalmak és Osszefiiggések, komplex sza-
mok, sorozatok, sorok, valés fiiggvények, differencidlszamitds, Taylor-
sorok, primitiv fliggvények és Riemann-integral, valamint a komplex fiigg-
vénytan alapjai.

Mindegyik fejezet utols6 szakasza az adott témakorhoz tartozo fel-
adatokat tartalmaz. Ugyanitt megtaldlhatok a megoldésok is, altaldban
rovidebb-hosszabb levezetésekkel, ttmutatasokkal egyiitt. Ezek tanulma-
nyozdsa az anyag megértését nagyban el8segiti, de ez semmiképp nem
potolja egy 6ndll6 feladatgytijtemény hasznalatat.

Kérjiik a tisztelt Olvasokat, hogy véleményiiket, megjegyzéseiket,
észrevételeiket kiildjék el a

gasparcs@sze.hu

e-mail cimre.
Eredményes felhasznalast kivan a szerzé:

Dr. Géaspar Csaba

Koszonetnyilvdnitds: A szerzd szeretné koszonetét kifejezni Szili Laszlonak,
az Eotvos Lorand Tudoméanyegyetem docensének a jegyzet igen gondos

z 2z 2z

lektoraldsaért és értékes megjegyzéseiért.
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Analizis Alapvet6 fogalmak és dsszefliggések
Tartalom | Targymutatéd = = 460>

2. Alapveto fogalmak és 6sszefliggések

2.1. Halmazelméleti alapok

A halmaz fogalma alapfogalom, és mint ilyen, nem definidlhat6 (ui. a
definiciénak sziikségképp még egyszertibb fogalmakra kellene épitenie).
Szemléletesen: a halmaz bizonyos dolgok, elemek 8sszessége. Barmely
halmaz és barmely elem esetén a kovetkez6 két, egymast kizar6 alternativa
teljestil: a szoban forgé elem hozzatartozik a halmazhoz vagy nem tartozik
hozza. Egy halmazt akkor tekintiink adottnak, ha valamilyen médon
meghatdrozhat6, hogy mely elemek alkotjak.

A kés8bbiekben a halmazelméletnek csak néhdny alapvet6 fogalom- és
jelolésrendszerére lesz sziikségiink, a halmazelmélet mélyebb targyaldsara
—ami egyébként igen nehéz — nem keriil sor.

Néhdny specidlis halmaz. A tovédbbiakban haszndlni fogjuk az aldbbi
jeloléseket:

N: a természetes szdmok (pozitiv egészek) halmaza,

Z: az egész szamok halmaza,

Q: a raciondlis szamok halmaza,

R: a valgs szamok halmaza,

C: a komplex szamok halmaza (1d. a kovetkez6 fejezetet).

Az z € A jelolés a kés6bbiekben azt jelenti, hogy = eleme az A hal-
maznak. Ha z nem tartozik A-hoz (nem eleme A-nak), azt az x ¢ A
szimb6lummal jeloljiik.

Bizonyos halmazokat (nem mindegyiket) megadhatjuk elemeik fel-
soroldsaval, pl. {a,b,c,...} jeloli az a,b,c,... elemek alkotta halmazt (adott
esetben vildgosan definidltnak kell lenni, hogy mely egyéb elemek tartoz-
nak hozzd). Méskor az elemek tulajdonsagaval adunk meg halmazokat, pl.
{n € N : n|8} jeloli a 8 tsszes pozitiv osztéinak halmazat, azaz az {1,2,4,8}
négyelem{i szdmhalmazt. Més példa: {z € R : 2? < 4} jeloli mindazon
val6s szamok halmazat, melyek négyzete legfeljebb 4, azaz a [—4,4] zart
intervallumot.

Bevezetiink egy specialis halmazt, melynek egyetlen eleme sincs. Ezt
iires halmaznak nevezziik, és a () szimbélummal jeloljiik.

Szokds a halmazok szemléletes dbrdzoldsara an. Venn-diagramokat hasz-
nélni. Itt a halmazokat sikbeli alakzatokkal szemléltetjiik. Halmazelméleti
Osszefiiggések szemléltetésére a Venn-diagramok nagyon j6l hasznélhaték
(bizonyito erejiik azonban nincs).

Tartalom | Targymutatd = = 46>



Analizis Halmazelméleti alapok
Tartalom | Targymutatéd = = 47>

Részhalmaz:
Azt mondjuk, hogy az A halmaz része (vagy részhalmaza) a B halmaznak,

ha A minden eleme egytttal B-nek is eleme. Jele: A C B.
O

2.1. abra. A részhalmaz szemléltetése Venn-diagramokkal

Vildgos, hogy minden A halmaz esetén A C A . Nyilvdnval6 az is,
hogy az A, B halmazok pontosan akkor egyenlék, ha A C Bés B C A
egyszerre teljesiil. Kovetkezésképp, ha két halmaz, pl. A, B egyenl6ségét
kell igazolni, ez mindig két részbdl all: meg kell mutatni, hogy egyfeldl
A C B, masrészt pedig B C A is teljestil.

Az A halmazt a B halmaz valédi részének nevezzilk, ha A C B, de
A # B (tehat B-nek van olyan eleme is, mely A-hoz nem tartozik hozz4).
Megillapodds. Az iires halmazt barmely halmaz részhalmazanak tekintjiik.

2.1. Allitas: (a tartalmazas tranzitivitdsa). Ha az A, B, C' halmazok olya-
nok, hogy A C B és B C C, akkor sziikségképp A C C'is teljestil.

Bizonyitds. A tartalmazds definici6ja alapjan nyilvanvalo.

Hatvdnyhalmaz:

Az A halmaz hatvinyhalmazinak azt a 24 (mds jeloléssel: P(A)) halmazt
nevezziik, melynek elemei A részhalmazai.

Roviden: 24 := {B: B C A}. A fenti megallapodés értelmében () € 24
mindig teljestil.
A jelolést az indokolja, hogy — mint azt késébb megmutatjuk — ha A
véges, éspedig n elembdl 4ll, akkor 24 elemeinek szdma épp 2".
2.1. Példa: Legyen A := {1,2,3} (haromelem{i halmaz). Akkor
I = {0.{1},{2},{2}.{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}

(nyolcelem{i halmaz).

Tartalom | Targymutatd & = 470>



Analizis Halmazelméleti alapok
Tartalom | Targymutatéd = = <8»

Legyenek A, B tetszbleges halmazok.

Halmazmfiveletek:

Az A, B halmazok unidjinak (vagy egyesitésének) az
AUB:={z: z € Avagyz € B}

halmazt nevezziik. (Itta ,vagy” megenged6 értelemben szerepel: v € AUB
pontosabban azt jelenti, hogy = az A, B halmazok legaldbb egyikében benne
van.)

Az A, B halmazok metszetének az

ANB:={z: z€ A z € B}

halmazt nevezziik.
Az
AB:={zxcA: ¢ B}

halmazt pedig az A, B halmazok kiilonbségének nevezziik.

2.2. abra. Az unié és a metszet szemléltetése Venn-diagramokkal

~ @

2.3. abra. A kiilonbség szemléltetése Venn-diagramokkal

Tartalom | Targymutatd = = 480>



Analizis Halmazelméleti alapok
Tartalom | Targymutatéd = = 49>

Diszjunkt halmazok:

Két halmazt diszjunktnak neveziink, ha metszetiik az iires halmaz, azaz
nincs kozos elemiik.

Megidllapodds. A tovabbiakban tobbnyire olyan halmazokkal fogunk
foglalkozni, melyek egy adott, rogzitett X, in. alaphalmaz részhalmazai.
Legyen A C X , akkor az X\ A halmazt az A halmaznak X-re vonatkoz6
komplementumdnak (vagy komplementer halmazdnak) nevezziik, és A-sal
jeloljtik.

Az alabbiakban oOsszefoglaljuk a fentebb definidlt halmazmfiveletek-
re vonatkozo legfontosabb Osszeftiggéseket. Ezek a definici6kbodl konnyen
adédnak, igy a bizonyitasokat elhagyjuk.

Legyen X egy adott alaphalmaz, A,B,C' C X tetsz6legesek.

2.2. Allitas: . Az uni6é

e kommutativ: AUB = BUA,
e asszociativ: (AUB)UC =AU (BUC),
e a metszetre nézve disztributiv: (AUB)NC =(ANC)U(BNC(C).

A metszet

e kommutativ: ANB=BNA,
e asszociativ: (ANB)NC =AN(BNC),
e az unidra nézve disztributiv: (AN B)UC = (AuC)N(BUC).

T
(2N

2.4. dbra. Az 1. disztributivitds szemléltetése Venn-diagramokkal.

Tartalom | Targymutatd = = 490>



Analizis Halmazelméleti alapok
Tartalom | Targymutatéd < = 410>

Kovetkezésképp tobbtagu (akar végtelen tagii!) unidkat, metszeteket
nem kell zaréjelezni. Ezekre az alabbi rovid jeloléseket fogjuk alkalmazni :

U Aj = A UAU..UA,,
j=1

ill.

ﬂ Aj =A1NAN...NA,.
j=1

Az alabbi egyenl6ségek trividlisak:

2.3. Allitas: . Tetsz6leges X alaphalmaz és A C X részhalmaz esetén:
AUD=A,AN0=0,AUX =X, ANnX = A,

AUA=A, ANA=A AUA=X,AnA=0.

A kovetkez6 allitas mar némi meggondolast igényel (bizonyitasat feladat-
nak ttizzik ki):

2.4. Allitas: . Legyenek A;,As,...,A, C X tetszbleges részhalmazai az X
alaphalmaznak. Akkor

Descartes-szorzat:
Legyenek A, B tetsz6leges halmazok. Az A és B halmazok Descartes-

szorzatdnak az

Ax B:={(z,y): x€ A,y € B}
halmazt nevezziik. Ennek elemei rendezett parok, melyek els§ eleme A-bél,
masodik eleme B-bdl valé.

Tartalom | Targymutatd = = 410>



Analizis Halmazelméleti alapok
Tartalom | Targymutatéd = = q9ll >

Hasonléan definidlunk tobbtényez6s Descartes-szorzatokat rendezett
harmasok, négyesek stb. segitségével.

Az (x1,y1) és (x2,y2) rendezett part akkor tekintjiik eqyenlének, ha els6
és masodik komponenseik is rendre megegyeznek: x1 = y; és x2 = yo.

Ha a Descartes-szorzatban szerepl$ halmazok mind megegyeznek, ak-
kor a Descartes-szorzat jelolésére egyszertien hatvanyjeloléseket is alkal-
mazunk: A% ;= A x A4, A3 := A x A x A, és igy tovabb.

2.2. Példa: R? elemei rendezett val6s szampéarok, amelyeket természetes
moédon lehet azonositani egy sik pontjaival (pl. egy rogzitett Descartes-féle
koordinatarendszer segitségével). Hasonléan, R? a térrel azonosithato.

Fiiggvényfogalom

Fiiggvény:

Legyen A és B tetsz6leges halmaz. Egy A-bdl B-be képezd fiiggvényen olyan
[ hozzarendelési utasitdst értiink, mely A bizonyos elemeihez hozzérendeli
B egy-egy elemét. Jelolése: f : A — B (A-bdl B-be képezé f fliggvény).

Hangstulyozzuk, hogy az f(x) jelolés nem magat a fliggvényt jelenti,
hanem annak értékét az x € A pontban, tehat a B halmaz egy elemét!

Egyéb elnevezések: hozzarendelés; leképezés; operator (ha A, B elemei
maguk is bizonyos fiiggvények, igy f fliggvényhez fiiggvényt rendel);
funkciondl (ha B szdmhalmaz).

Ertelmezési tartomdny, értékkészlet:

Az f : A — B fuggvény értelmezési tartomdnydnak mindazon A-beli elemek
Dy-tel jelolt Osszességét nevezziik, melyekhez az f fliggvény egyaltalan
rendel valamilyen (B-beli) értéket. Az f fliggvény értékkészlete alatt az
Ry :={f(x): x € Dy} C B halmazt értjiik.

Grafikon:

Tetszbleges f : A — B fliggvény esetén az {(z,f(z)) : = € Dy} alaku
rendezett parok Osszességét (ami tehdt az A x B Descartes-szorzathalmaz
részhalmaza) az f fliggvény grifjinak vagy grafikonjinak nevezziik.

Fiigquények megaddsa
A fliggvényeket leggyakrabban formuldval szokds megadni, pl. f : R — R,

Tartalom | Targymutatd < = g1l >



Analizis Halmazelméleti alapok
Tartalom | Targymutatéd = = 912>

f(z) := 1+ sin2z. Két masik elterjedt jelolésforma: f(z) := 1 + sin2z
(xeR)és f: R — R, z— 1+sin2z. Illyen megaddsnal, ha az értelmezési
tartomadnyt nem adjuk meg explicit médon, akkor mindig feltételezziik,
hogy az értelmezési tartomdany az a legb6vebb R-beli halmaz, melyen a
szOban forgé formula értelmezve van. Sokszor el6fordul az is, hogy az
értelmezési tartomany egyes részhalmazain més és mas formula definiélja
a fliggvényt.

Egy maésik (a fizikdban és a mérnoki tudoméanyokban gyakran el6fordu-
16) megaddsi mod a paraméteres megadds, ilyenkor a fliggvény argumentu-
mat és a fliggvényértéket egyardnt egy masik ,segédvaltozé” (paraméter)
fggvényében adjuk meg. Igy példaul az x := Rcoswt, y := Rsinwt
képletpar irja jel az origd kdozéppontt R sugari kor kertiletén dllandé
w szogsebességgel egyenletes kormozgast végzd pont helyzetét (ponto-
sabban: a mozg6 pont koordinatait). Itt ¢ az id6t jelenti. A ¢ paraméter
kikiiszobolésével meghatarozhato, hogy az y koordinata hogyan fiigg koz-
vetlentil az = koordinatatol: y = v R? — 22 (fels6 félkoriv egyenlete) vagy
y = —V R? — 22 is (als6 félkoriv egyenlete); sokszor azonban kényelmesebb
a fliggvényt az eredeti, paraméteres forméaban kezelni.

Végiil megemlitendd az implicit fiiggvénymegadds, amikor explicit formu-
la helyett egy olyan egyenl6ség adott, mely a fliggvény argumentumaét és a
fliggvényértéket egyarant tartalmazza. Igy pl. legyen egy y fiiggvény olyan,
amely kielégiti az 2%+ /y — 1 = 3 egyenletet. llyen fiiggvény most valoban
létezik, explicit alakja y(z) = 1 + (3 — 22)? . Eléfordulhat, hogy az implicit
alak nem hatdroz meg semmilyen fliggvényt, de az is, hogy tobb kiilonb6z6
fiiggvényt is meghataroz. Pl. a kor implicit egyenletét (2% + y? = R?) két
fuggvény is kielégiti (az y(x) = VR? — 22 és az y(z) = —V R? — 22 explicit
formulédkkal adott fiiggvények). Ilyenkor alkalmas korlatozo feltételekkel
lehet a megfelel6 fiiggvényt kivélasztani (kiilonos figyelmet forditva az
értelmezési tartomany helyes megadasara). Az implicit fliggvénymega-
das kiilonosen olyan esetekben fontos, ahol az implicit egyenléségbdl a
figgvényértéket nem vagy csak nagyon bonyolult médon lehet kifejezni.
Tipikusan ez a helyzet, ha (y-nal jeldlve a fliggvényértéket) az implicit alak
y-ra nézve egy magas fokszamu algebrai egyenlet.

Tartalom | Targymutatd < = q12p>



Analizis Halmazelméleti alapok
Tartalom | Targymutatéd < = 413>

Osszetett fiigguény:
Ha f: A — B, g: B — C olyan fiiggvények, hogy Ry C D,, akkor a g

mely egy tetszbleges x € Dy elemhez a g(f(z)) € C elemet rendeli, azaz

(g0 f)(x) = g(f(x))

A kompoziciét szokds még osszetett fiigguénynek is nevezni. Ugyanigy
definidljuk ketténél tobb fliggvény kompozicidjat is (t6bbszordsen dssze-
tett fiigguények).

e e e e e e e e e = =

2.3. Példa: Legyenek f,g : R — R, f(x) :== 1+ 22, g(z) := sinz . Akkor
az ezekbdl képezett Osszetett fliggvényeket az aldbbi formuldk allitjdk els:
(fog)(z) =1+sinz,és (go f)(x) = sin(1 + 22).

Inverz fiigguény:

Az f: A — B figgvény kolcsondsen egyértelmii vagy invertdlhato, ha kiilon-
b6z6 A-beli elemekhez kiillonb6z6 B-beli elemeket rendel, azaz f(z) = f(y)
csak akkor teljesiilhet, ha x = y. Ekkor az f fiiggvény inverzének azt az
f~1: B — A fiiggvényt nevezziik, amelyre D;-1 = R és minden z € Dy
esetén f~1(f(z)) = z.

Nyilvan R+ = Dy, tovabbé (f~1) "' = f.

2.4.Példa: Az f : R — R, f(z) := ax fuiggvény (ahol 0 # a € R rogzitett
szam) kolesonosen egyértelmi R-en, inverze: f~!' : R — R, f1(y) = L.

Altaldban, ha f egy képlettel adott, akkor az inverz fiiggvény helyettesitési
értékét valamely y € Dy-1 szam esetén gy nyerjiik, hogy az f(z) = y
egyenletbdl z-et kifejezziik.

Lesziikités, kiterjesztés:

Legyen f : A — B egy tetszbleges fliggvény, C és D két tetsz6leges halmaz,
melyre C C Dy C D C A. Az f fliggvény C-re valo lesziikitésén (vagy
megszoritdsin) azt az f|c szimb6lummal jeldlt fliggvényt értjiik, melynek
értelmezési tartoménya C, és minden x € C-re f|c(z) = f(z) . Azt mond-
juk tovabba, hogy a g : D — B fuiggvény kiterjesztése f-nek, ha f lesztikitése
g-nek (akarhogy is van definidlva g a D \ D; halmazon).
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2.5. Példa: Az f : R — R, f(z) := 22 el6irdssal értelmezett fiiggvény
nem kolcsonosen egyértelmti R-en, de az Ry := [0, + oo) részhalmazra
lesztikitve mdr igen, és itt az inverze: f~': R, — Ry, f1(y) = /¥

2.2. Halmazok szamossaga

Véges halmazok esetében a halmazok szdmossagat kézenfekvd a halmaz
elemszdmaval definidlni. Ily médon halmazokat lehet , 6sszehasonlitani”.
Ez a definici6 nem mtikodik végtelen halmazok esetén. Ekkor éltaldnosabb
definicidra van sziikség.

Ekvivalencia:

Azt mondjuk, hogy az A és B halmazok egyenld szdmossdgiiak vagy ekvi-
valensek, ha létezik olyan f : A — B kolcsonodsen egyértelmfi leképezés,
melyre Dy = A, és Ry = B . Ezt a tényt igy jeloljik: A ~ B.

A definiciéban szerepld f fliggvény altalaban nem egyértelm. A defi-
nicié azonnali kovetkezménye a

2.5. Allitas: . Tetsz6leges A, B, C halmazokra:

() A~ A,

(b)) ha A ~ B, akkor B ~ A,

(c0haA~Bés B~ C , akkor A~ C.

Bizonyitds. A definiciéban szerepld, megfelel6 tulajdonsdgu leképezéseket kell
keresni. Csak vazlatosan: (a) nyilvdn az A — A identikus leképezés megfelels. (b)
ha f : A — B ekvivalenciat létesit A és B kozt, akkor f~! nyilvan ekvivalenciat
létesit B és A kozt. (c) ha f és g ekvivalenciét 1étesits leképezések A és B ill. B és
C kozt, akkor a g o f Osszetett leképezés ekvivalenciat 1étesit A és C' kozt.

Nyilvanval6, hogy két véges halmaz pontosan akkor egyenld szamos-
sagt, ha elemeik szama egyenld, tovabba egy véges halmaz sohasem lehet
ekvivalens sajat valodi részével. Végtelen halmazok esetén ez utobbi mar
nem igaz. Meglep6 médon, egy végtelen halmaz ekvivalens lehet sajat
valédi részével. Példdul a pozitiv egész szamok {1,2,3,4,...} halmaza ek-
vivalens a pozitiv paros szamok {2,4,6.8,...} halmazéval, az ekvivalenciat
létesitd leképezés pedig pl. az f : N — N, f(z) := 2z fuiggvény.

Vegyiik észre, hogy a szdmossdg fogalmat magat nem definidltuk, csak
az egyenld szdmossdg fogalmat.
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Megszimldlhatésdg:

Az N-nel egyenl6 szamossagt halmazokat (melyek az el6z6 allitas értel-
mében egymadssal is ekvivalensek) megszdmldlhatdan végtelen halmazoknak
nevezziik. A véges és a megszamldlhatoan végtelen halmazokat kozos

néven megszdmldlhaté halmazoknak is nevezziik.

A megszamlalhaté halmazokat még sorozatba rendezheté halmazoknak
is nevezziik. Az elnevezés oka szemléletesen vilagos: ha A megszam-
lalhato, f pedig N-et (ill. véges esetben egy véges {1,2,3,...,n} halmazt)
A-ra képezd kolcsondsen egyértelmii leképezés, akkor nyilvdn A el6all
A={f(1),f(2),f(3),...} véges vagy végtelen sorozat alakban.

A kovetkez6 két allitds a megszamlalhaté halmazok alapveté tulaj-
donsagait irja le:

2.6. Allitas: . Ha A megszdmlalhat6, akkor minden B C A részhalmaz is
megszamlalhato.

Bizonyitds. Ha A véges, vagy A végtelen de B véges halmaz, akkor az allitds
nyilvanvalé. Tegytik fel tehat, hogy A és B mindketten végtelen halmazok.
Legyen A = {f(1),f(2),f(3),...} sorozatba rendezett. Mivel B C A, ezért B-t az
A-b6l bizonyos elemek elhagyasdval kapjuk, igy B = {f(n1),f(n2),f(ns),...}
alaki. Ekkora g : N — B, g(k) := ny, leképezés konnyen lathatéan ekvivalenciat
létesit N és B kozt.

2.7. Allitas: . Megszamlalhat6 sok megszamlalhaté halmaz egyesitése is
megszamlalhato.
BiZOTl]/ﬁdS. Legyenek A1 = {an,au,alg,...}, AQ = {azl,GQQ,agé,...},
As := {as1,a32,a33,... },... megszamlalhat6 halmazok, és jelolje A := U2, Aj. Irjuk
fel A elemeit a kovetkez, kétszeresen végtelen tablazatba:

ail aiz ai3

a21 Q22 G23

asr azz2 0433
Ez a tablazat A minden elemét tartalmazza, némelyeket esetleg tobbszor is (ha
az Ai,As,... halmazok koziil némelyeknek van kozos elemiik). Elég tehdt beldtni,
hogy ez az esetlegesen b&vebb halmaz még mindig megszamlédlhaté. Rendez-
ziik sorozatba e tdblazat elemeit. A leszamlélast a bal fels6 elemmel kezdjiik,
majd azokat az elemeket vessziik, melyek indexeinek Gsszege 2, ezutdn azo-
kat, melyekre ez az Gsszeg 3, és igy tovabb. A kovetkezd sorozatot nyerjiik:
A= {all ,a12,021,013,022,031 ,...}, tehat A valéban megszémlélhaté.
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2.1. Kovetkezmény: . A raciondlis szamok Q halmaza megszamlalhato.
Bizonyitds. Jelolje A, az 1 nevezjti, A; a 2 nevezdj, és igy tovabb, Aj, a k nevezgjii
tortek halmazat (ahol k negativ egész is lehet). Ezen halmazok mindegyike
megszamlalhatd, uniéjuk pedig megegyezik Q-val. Az el6z6 allitds miatt igy Q
megszamlalhato.

Felmeriil a kérdés, van-e egyéltalan nem megszamlédlhat6 halmaz. A

kovetkez6 allitasbol kidertil, hogy van, s6t, bizonyos értelemben lényegesen
tobb van, mint megszdmlélhato:

2.8. Allitas: . Tetsz6leges A halmaz esetén A és a 24 hatvanyhalmaz nem
lehetnek egyenl6 szamossaguak.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy van oly f : A — 24 kolcsonosen egyértelmi
leképezés, mely ekvivalenciat létesit A és 24 kozt. Definidljuk a kovetkezé B C A
részhalmazt: B := {a € A: z ¢ f(z). Mivel R; = 24, azért van olyan b € A4,
hogy B = f(b). Vizsgaljuk meg, hogy b eleme-e a B halmaznak. Ha b € B, akkor
b € f(b), de B definici6ja szerint ekkor b ¢ f(b). Ez tehdt nem fordulhat el8.
Ugyanakkor, ha b ¢ B, akkor b ¢ f(b). Ebbdl viszont, ugyancsak B definicidja
szerint b € B kovetkezik. Tehat az indirekt feltevésbdél az adédott, hogy sem
b € B,sem b ¢ B nem lehetséges. Ez az ellentmondads az allitdst igazolja.

Kovetkezésképp pl. a 2N halmaz nem megszamlalhato.

2.3. Teljes indukcio. Nevezetes azonossagok és egyenlotlen-
ségek

Sokszor el6fordul, hogy egy allitast, egy tulajdonsagot kell igazolni egy A
halmaz minden elemére. Ha A véges, akkor az 4llitas elvben kiilon-kiilon
bizonyithat6. Ha A megszdmldlhat6an végtelen, ez az it mar elvben sem
jarhat6. Ekkor alkalmazhat6 a teljes indukci6, mint bizonyitdsi médszer.
Ennek lényege a kovetkezd.

Tegytik fel, hogy valamely, n-t6l fiigg6 allitast igazolni kell az 6sszes,
n =mng,n =ng+1,n=ng+2,. szdmra, ahol ny € N valamely természetes
szam.

1. 1épés: Igazoljuk az allitast ny-ra.

2. lépés: Feltessziik, hogy az allitas igaz valamely n > ng-ra, ezt a
feltevést (az an. indukcids feltevést) felhaszndlva, igazoljuk az éllitast (n + 1)-
re. Masképp fogalmazva, igazoljuk, hogy ha az &llitds igaz valamilyen
no-nal nem kisebb természetes szdmra, akkor igaz a kovetkezd természetes
szamra is.
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Ezzel az 4llitds minden n > np-ra igazolva lesz. Valéban, ny-ra igaz (1.
1épés), ezért (ng + 1)-re is igaz (a 2. 1épés alapjan): de akkor madr (ng + 2)-re
is igaz (ismét a 2. 1épés alapjan), és igy tovabb.

A moédszerben a természetes szamoknak az az alapvet6 tulajdonsaga
van ,elrejtve”, mely szerint, ha egy A C N részhalmaz olyan tulaj-
donsagu, hogy 1 € A, ésmindenn € A esetén (n+ 1) € Aisigaz, akkor
sziikségképp A = N. Ez a tulajdonsag Peano-axioma néven ismert. Nem
minden végtelen halmaz rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal, igy pl. R
sem. Kovetkezésképp a teljes indukcids bizonyités (a fenti formédban)
nem alkalmas pl. R minden elemére vonatkoz6 éllitdsok igazoldséra.

A kovetkezdkben példdkat mutatunk ilyen jellegi dllitasokra.

2.6. Példa: Mindenn € N-re1 +2+3+ ...+ n = n(n2+1)'

Bizonyitds. Az allitds n = 1-re nyilvanigaz. Tegytik fel, hogy n-re igaz, és vizsgaljuk
az allitast (n + 1)-re. Ekkor, az indukci6s feltevést haszndlval +2+4+3+ ... +n +
(n+1) = @ +(n+1)= %2("4’2), tehat az 4llitds (n + 1)-re is igaz. Ezzel az
allitast teljes egészében igazoltuk.

A kovetkez? allitas hasonléan igazolhato:

2.7. Példa: Mindenn € N-re 12 + 22 + 32 + ...+ n2 = w

Binomidlis egyiitthato:
Jelolje n € N esetén n! (n faktoridlis)az 1-2- 3 - ... - n szorzatot. Definidljuk
0'-t 1-nek, azaz 0! := 1. Ezek utan tetsz6leges 0 < k < n egészre legyen
() = mmr

A fenti szamokat binomidlis egyiitthatéknak nevezziik (a szimbdlum
olvasdsa: ,n alatt £”). Kozvetlen szdmoldassal ellendrizhetd, hogy:
(@ () = () =1
(b) () = 2ottt
© (o) = G %)
@) () + () = G-

Tartalom | Targymutatd = = 417>



Analizis  Teljes indukcié. Nevezetes azonossagok és egyenlétlenségek
Tartalom | Targymutatéd < = 918>

Az allitds (d) pontjanak ismételt felhasznéldsaval lathat6é, hogy a bi-
nomidlis egytitthatok egy olyan hdromszog alaka (végtelen) tdblazatba
rendezhet6k, ahol minden elem a felette levd két elem Osszege:

azaz:

(Pascal-hdromszog). Ezek felhasznalasaval, a teljes indukcié moédszerével
konnyen igazolhat6 a kovetkezd fontos allitas:

2.1. Tétel: (binomiélis tétel). Tetsz6leges a,b € R és n € N esetén:

(a+b)" = i (Z) a"Fb.

k=0

Bizonyitds. Az allitds n = 1-re nyilvanvalé. Tegyiik fel, hogy valamely n € N-re
igaz, és vizsgdljuk az allitast (n + 1)-re. Az indukcids feltevést hasznélva:

(a+0)"" = (a+b)(a+b)" =

_ n n n n—1 n n—212 n n —
—(a+b)<<0>a —|—<1>a b—|—<2)a b +...+<n>b>
. n n+1 n n n n—132 n n
<O>a +(1>a b+(2>a b +...+<n>ab +
+<n>a"b+ (n)a”‘1b2 + ..+ ( " )ab” + (n>b”+1.
0 1 n—1 n
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A jobb oldalon most felhaszndljuk a binomidlis egytitthatoknak az el6z6 allitas (a)
és (d) pontjaban leirt tulajdonsagait:

n+1 __ n+1 n+1 TL+1 n n+1 n—112 n+1 n+1
(a+ D) —< 0 >a —|—< 1 a"b+ L b 4 ...+ nt 1 b,

tehat az 4llitas (n + 1)-re is igaz, amivel a bizonyitdst befejeztiik.

Az allitas egyszertien igazolhaté kombinatorikus titon is. A bal oldal
ui. egy n-tényez&s szorzat, mindegyik tényez6 (a + b). Elvégezve a
szorzdast (minden tagot szorozva minden taggal), csoportositsuk a szor-
zatokat a névekvd hatvanyai szerint. Akkor az a”~*b* alakd szorzatok
szama azzal a szdmmal egyenld, ahdnyféleképp n kiilonboz6 elembdl k
kiilonbo6z6 elemet a sorrend figyelembevétele nélkiil ki tudunk valasz-
tani (ismétlés nélkiili kombinécié). Ez pedig, mint ismert, épp az (7)
binomiélis egyiitthato. Ez lesz tehat a jobb oldalon a™~*b* egyiitthatéja.

2.2. Kovetkezmény: . Tetsz6leges n € N-re

(") —2n e S -1 (7) =0
()= e 5 ()

Bizonyitds. Alkalmazzuk a binomidlis tételtaz a :=b:=1,ill. aza:=1ésb:= —1
szereposztassal.

7 7

Most mér igazolhatjuk az el6z6 szakaszban emlitett, a véges halmazok
szdmossagara vonatkoz6 eredményt:

2.3. Kévetkezmény: . Ha A egy n-elemfi véges halmaz (n € N), akkor a 24
hatvanyhalmaz elemeinek szdma 2".

Bizonyitds. Kombinatorikai meggondoldsokkal konnyen lathatd, hogy az egyelemi
részhalmazok szama (1), a kételemtieké (), és igy tovabb, 4ltaldban a k-elemfi
részhalmazok szama (7). Végiil egyetlen zérus elemszamu részhalmaz van, az
tires halmaz. A részhalmazok szaméat dsszegezve, az el6z6 kovetkezmény alapjan
az allitas mar ad6dik.

2.9. Allités: (Bernoulli-egyenl6tlenségek).

(a) Minden x > —1 ésn € N szamra (1 + z)" > 1+ nz

(b) Tetsz6leges z,y > 0 ésn € N esetén (z +y)" > 2™ + na"ly.

Bizonyitds. Az els6 egyenl6tlenség n = 1 mellett nyilvan igaz. Feltéve, hogy
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valamely n € N-re igaz, vizsgdljuk az egyenl6tlenséget (n + 1)-re. Az indukciés
feltevést felhasznalva:

(142)"™ = (14+z)1+2)" > (14+2)(1+nz) =14+ n+1D)z+nz® > 1+ (n+1)z

(mert z > —1 miatt 1 + x > 0), tehdt az allitds (n + 1)-re is igaz. Ezzel az els6
egyenl6tlenséget igazoltuk. A masodik egyenl6tlenség innen mar kovetkezik: ez
ui. = 0 esetén nyilvanvald, ha pedig = > 0, akkor

(z+y)" =2"(1+ %)” >a"(1+ n%) = 2" +na" "y

Az egyenl6tlenségek x,y > 0 esetén a binomidlis tételbdl egyenesen
ad6dnak, ha a jobb oldalrdl az els6 két tagot kdvets tobbi (nemnegativ!)
tagot elhagyjuk.

A Bernoulli-egyenl6tlenségbdl teljes indukcidval levezethetd a kovet-
kez®, alapvetd fontossdgu egyenlStlenség:

2.2. Tétel: (szamtani-mértani kdozepekre vonatkozo6 egyenl6tlenség). Le-
gyenek aq,as,...,a, > 0 tetsz6leges nemnegativ szdmok (n € N ). Akkor
érvényes a kovetkez6 becslés:

a1 +az+ ... +an
- .

Yajas...an <

Megjegyzés. Az egyenlStlenség bal oldaldn 4ll6 kifejezést az a;,as,...,an, > 0
szdmok mértani kozepének nevezziik, a jobb oldalon pedig ezen szdmok szdmtani
kozepe 41l. Az egyenltlenség nyilvan ekvivalens az ajas...a, < (%teztetan)®
egyenlGtlenséggel.

Bizonyitds.  Feltehet6, hogy az a; szdmok nagysdg szerint rendezettek:
a1 < az < ... < ay. Jeldlje ardvidség kedvéért M, := a1as...ay, Sy, 1= BF22tetan,
akkor a b1zony1tando allitds: M,, < S} . Ez n = 1-re nyilvdnvalé. Tegytik fel hogy
valamely n € N-re igaz, és vizsgaljuk az éllitast (n + 1)-re. Az indukcids feltevést
hasznélva:

1
Mn-i—l = Mn *Ap+41 < SZ *Ap41 = S:;LJF + S»Z(afn+1 - Sn) =

n n On+1 — S
= Sn+1 + (Tl + I)Snﬁ'
Alkalmazzuk a Bernoulli-egyenlétleséget © := S,,, y := an;:ls = mellett (n + 1)-re.

Ez megtehets, mert a rendezettség miatt a, 1 — S, = a,qq — BF2Eaton > 0,
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Innen azt kapjuk, hogy:
n+1 n+1
An41 — Sn (n + ]-)Sn + An+1 — Sn
My <|S,+ ———— = =
= <S * n+1 ) < n+1

. ai +ags+ ...+ an +ans1 n+1_5n+1
B n+1 T et

amivel az dllitast (n + 1)-re is igazoltuk.

2.4. Kovetkezmény: (mértani-harmonikus kdzepekre vonatkoz6 egyen-
16tlenség). Legyenek aq,as,...,a, > 0 tetszbleges pozitiv szamok (n € N).
Akkor érvényes a kovetkez6 becslés:

n
1 1 1
a‘i‘aﬁ‘..."ﬁ‘a

< Yaias...a, .

(A bal oldalon all6 kifejezést az aq,as,...,a, szdmok harmonikus kozepének
nevezzik.)

Bizonyitds. Alkalmazzuk az el6z8 tételt specidlisan az 1/a1,1/as,...,1/a,, szdmok-
ra..

2.3. Tétel: (Cauchy-Bunyakovszkij—-Schwarz-egyenl6tlenség). Legyenek
a1,a2,...,an, € R, by,ba,...,b, € R tetsz6leges valds szamok (n € N). Akkor

(a1by + agbo + ... + apby)? < (a3 + a3 + ... + a2) (b3 + b3 + ... + b2),

(o) = (£4) (54)

Bizonyitds. A rovidség kedvéért legyenenek az a, b nemnegativ szdmok olyanok,
hogy a? := Y"}_,a} ésb? := Y}  b?. Ha a vagy b barmelyike zérus, akkor
az allitas a trividlis 0 = 0 egyenl6ségre egyszertisodik. Feltehet6 tehat, hogy
a > 0ésb > 0. Induljunk ki abbdl, hogy tetszbleges ¢ € R szamra nyilvan
>or_,(ar — thg)? > 0, ahonnan:

vagy roviden:

n n

Z(ak — tbk)Q = Z(ai — 2takbk + thi) = a2 — 2tZakbk + t2b2 2 0.
k=1 k=1 k=1

Specidlisan ez a ¢ := a/b vélasztds mellett is igaz, innen pedig;:

a “ a2
2 E 2
a” — 26 2 akbk + b2’b Z 0.
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Eztrendezvea ) ,_, aiby < ab egyenlttlenséget kapjuk, ami épp a bizonyitandé
allitassal ekvivalens.

A bizonyitas technikdjabdl az is vildgos, hogy egyenl6ség akkor és csak
akkor teljesiil, ha a >}, (ax — tby,)? dsszeg minden tagja 0, azaz az ay,
és a b, szdmok mind ardnyosak, éspedig ugyanazzal az ardnyossagi
tényezdvel.

2.4. Valos szamok és szamhalmazok

Py

A szamfogalom fokozatos bévitése roviden a kovetkezdkben foglalhat6
Ossze. N-bol kiindulva, elészor a 0 szdmot definidljuk, és a {0}UN halmazra
kiterjesztjiik az 0sszeadast 0 4 n := n eldirdssal minden n € N-re. Ezutdn
definialjuk a negativ egész szdmokat és kiterjesztjiik rajuk az osszeaddast a
szokasos médon. Igy nyerjiik a Z halmazt. Most definidlhatjuk a racionalis
szdmok Q halmazat. Erre kiterjesztve az 0sszeaddst és a szorzast, kideriil,
hogy Z C Q. Q elemeibdl kiindulva a valés szdmok R halmaza egy, az
eddigieknél bonyolultabb eljardssal nyerhet, melyet nem részleteziink.

Ehelyett a valés szdmok R halmazat, rajta az Osszeadds és szorzas
miiveletét valamint a ,<” rendezési reldciét adottnak tételezziik fel, és
elfogadjuk a kovetkezo két allitast:

2.10. Allitas: . Q C R, és barmely két kiilonbozé a,b € R, a < b valés szdm
kozott van p € Q raciondlis szam, melyre tehdt a < p < b teljestil.

2.11. Allités: (Cantor-axiéma vagy Cantor-féle kozospont tétel). Legyen
Iy O I, D I3 D ... korlatos és zart R-beli intervallumok egymasba dgyazott
tetsz6leges sorozata. Akkor ezen intervallumsorozatnak legalabb egy kozos
eleme van, azaz N2 | I, # 0.

Itt haszndltuk az intervallumok szokdasos definicidjat, melyeket az alab-
biakban foglalunk 6ssze. Ha a,b € R, a < b tetsz6leges szamok, akkor a
tovabbiakban jelolje:

(a,b) :=={x € R: a <z < b} (nyilt intervallum),

[a,b] :={z € R: a < x < b} (zart intervallum),

(a,b] :=={x € R: a <z < b} (alulrdl nyilt, feliilrél zart intervallum),

[a,b) :={z € R: a <z < b} (alulrdl zart, feliilr6l nyilt intervallum),
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(a,4+ 0) :={x € R: a < z} (félig végtelen, nyilt intervallumok),
(—o0,a):={zeR: z<a},
la, + 00) := {z € R: a <z} (félig végtelen, zart intervallumok),
(—o0,a] :={z eR: z<a},
és néha R-et (—o0, + 0o)-nel is jeloljiikk. Hangstlyozzuk azonban, hogy a
+00, —oo szimbdélumok nem szdmok (nincsenek rajuk a miiveletek kiterjeszt-
ve), hanem pusztan kényelmes jelolések!

o Az el6z06 allitast ismételten alkalmazva kapjuk, hogy barmely két
kiilonb6z6 valés szdm kozt végtelen sok raciondlis szam van. Ezt
szemléletesen gy fejezziik ki, hogy a racionalis szdmok a valos
szamok egy mindeniitt siirii részhalmazat alkotjak.

e Az, hogy a Cantor-axiomaét tételnek avagy axiomanak tekintjik,
attdl fiigg, hogy a valés szamoknak (egymassal ekvivalens) tobbféle
lehetséges felépitése koziil melyiket valasztjuk. Mi a kés6bbiekben
axiomanak tekintjiik.

A Cantor-axiéma mindegyik feltétele lényeges. Példakkal mutatjuk
meg, hogy barmelyik feltétel elhagydsa esetén az 4llitds mar dltalaban nem
igaz:

(a) Mindharom feltétel teljestil.

Legyen I}, := [O,H (k € IN). Ekkor kozvetlentil lathato, hogy Ng° I, = {0}
(egyelemi halmaz).

(b) Az intervallumok nem végesek.

Legyen Ij, := [k, 4+ oo] (k € N). Akkor N2, I;; = 0.

(¢) Az intervallumok nem zartak.

Legyen Iy := (0,1) (k € N). Akkor N, I = 0.

(d) Az allitast nem R-ben tekintjiik.

Legyen I := [1.4,1.5], Iy := [1.41,1.42], I3 := [1.414,1.415], és igy tovébb, a
k-adik intervallum bal végpontja legyen a /2 szam k tizedesjegy pontos-
saggal, a jobb végpontja pedig ettl 10~*-nal nagyobb. Kénnyen lathato,
hogy ezen intervallumsorozat kielégiti a Cantor-axiéma feltételeit, az inter-
vallumok k6zos pontja pedig az egyetlen v/2 szam. Kovetkezésképpen, ha
R helyett Q-ban tekintjiik ezen intervallumokat, akkor a k6zos rész tires.
Az 4llitas tehat Q-ban nem igaz. Szemléletesen szélva, az 4llitds azt jelenti,
hogy R-ben nincsenek ,lyukak”. Ez a tulajdonsdga Q-nak nincs meg.
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Korldtos halmazok:
Azt mondjuk, hogy az A C R szdmhalmaz feliilrdl korldtos, ha van olyan
C € R szdm, hogy minden x € A-ra teljesiil, hogy + < C. Ekkor az
ilyen C' szdmokat az A halmaz felsé korldtjainak nevezziik. Hasonl6an, ha
van olyan ¢ € R szdm, hogy minden x € A-ra z > c teljestil, akkor az
A halmazt alulrél korldtosnak nevezziik, az ilyen tulajdonsagu ¢ szamokat
pedig az A halmaz alsé korldtjainak hivjuk. Ha egy halmaz feliilrdl is és
alulrdl is korlatos, akkor roviden csak korldtosnak nevezziik. Ekkor a halmaz
lefedhet6 egy véges hossztisdgt intervallummal.

A val6s szamokat alapvetSen jellemzi a kovetkez6 tétel, melyet bizonyi-
tas nélkiil mondunk ki (a tétel egyébként a Cantor-axioman alapul):

2.4. Tétel: . Minden nemiires feliilr6l korldtos A halmaznak van legkisebb
fels6 korlatja. Ezt az A halmaz szuprémumdnak nevezziik, és sup A-val
jeloljiik. Hasonl6an, minden nemiires alulrél korlatos A halmaznak van
legnagyobb als6 korlatja. Ezt az A halmaz infimumdnak nevezziik, és inf A-
val jeloljiik.

A szuprémum és infimum esetleg maguk is a szébanforgé halmazhoz
tartoznak, de ez nem sziikségszert. Pl. a (0,1] félig nyilt intervallum infi-
muma 0 (ami nem tartozik hozza e halmazhoz), szuprémuma pedig 1 (ami
hozzatartozik a halmazhoz). A szuprémum és az infimum a maximum ill.
minimum fogalménak bizonyos irany altalanositasai abban az értelemben,
hogy ha egy halmaznak van legkisebb (legnagyobb) eleme, akkor ez egytit-
tal a szébanforgé halmaz infimuma (szuprémuma) is. Amde mig minimalis
(maximalis) elem nem feltétlen létezik —a (0,1) nyilt intervallumnak pl. sem
minimadlis, sem maximadlis eleme nincs —, addig a fenti tétel értelmében infi-
mum (szuprémum) mindig létezik, amennyiban a halmaz alulrdl (feliilr&l)
korlatos. Konnyt latni azt is, hogy a tétel érvényét veszti, ha R helyett
példaul Q-beli halmazokat vizsgalunk. fgy pl. az {z € Q : 0 < 2% < 2}
halmaz korlédtos, de Q-ban nincs legkisebb felst korlatja. Ilyen értelemben
ez a tétel is a valds szamok hézagmentességeként interpretalhato.

Elnevezés. Ha az A C R szdmhalmaz nem korlatos feltilrl (alulrol),
akkor azt mondjuk, hogy sup A = +oo (inf A = —0c0).

A hatvanyhalmaz példajan mar lattuk, hogy nem mindegyik végtelen
halmaz megszamlalhaté. Most erre konkrét példat is adunk. Bebizonyitjuk,
hogy R nem megszdmlélhat6.
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2.12. Allitas: . A valés szamok R halmaza nem megszamlélhato.

Bizonyitds. Elég megmutatni, hogy az R-nél sziikebb (0,1) intervallum sem
megszdmldlhat6 (ha ui. R megszdamlalhato lenne, akkor a sztikebb (0,1) is az
volna). Indirekt, tegyiik fel, hogy a (0,1) halmaz megszamlalhato, ezért sorozatba
rendezhetd: (0,1) = {a1,a2,a3,...}. Irjuk fel mindegyik a;-t végtelen tizedestort
alakban:

ay = O.xnxlgxlg...,

as = 0.1‘211‘221‘23...,

as = 0.1‘311‘32I33...,

ahol tehét x;; jeloli az aj, szam j-edik tizedesjegyét (az egyértelmiiség kedvé-
ért a végtelen, csupa 9-esbdl 4ll6 szakaszokat kizarjuk, helyettiik a megfelel6
véges tizedestort alakot hasznaljuk, igy az ilyen szdmok vége csupa 0-bdl 4ll).
Tekintstik most az a := 0.y1y2ys3... szamot, ahol az y; tizedesjegyek olyan, 0-t6l
és 9-t61 kiilonb6z6 szamok, melyekre teljesiil, hogy vy; # x;;, de egyébként tet-
szblegesek. Akkor egyrészt nyilvan a € (0,1), masrészt viszont a konstrukcié
kovetkeztében az a szdm mindegyik a;-t6l kiilonbozik (ui. legaldbb a k-adik
tizedesjegyiik nem azonos). Ez ellentmond az indirekt feltevésnek, miszerint az
{a1,a2,as,...} megszdmldlhat6 halmaz egyenl6 volna a teljes (0,1) intervallummal.
Ez az ellentmondas az allitast igazolja.

A (0,1) intervallum egyenl6 szdmossagu a teljes R halmazzal, az

f:(01) =R, z—tgr (:E ;)

leképezés pedig ekvivalenciét létesit (0,1) és R kozott.

Az R-rel egyenl6 szamossagu halmazokat kontinuum szdmossdgii hal-
mazoknak nevezziik. Megjegyezziik, hogy ennél , nagyobb” szamossag
is van. Igy pl. a 2R halmaz se nem megszamlalhat, se nem kontinuum
Szamossagu.
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2.5. Feladatok

. , 0
1. Mivel egyenl6 207 Fs 22°? s 22° 2
2. Igazoljuk, hogy tetsz6leges A, B halmazokra A\ B = AN B.
3. Mutassuk meg, hogy tetsz6leges A, B halmazokra A\(A\B) = B\(B\A).

4. Bizonyitsuk be, hogy ha A,As,...,A,, egy X alaphalmaz tetszéle-
ges részhalmazai, akkor

Aj =
T

4
1

n n

<

IDE
G

I
2

<
I
—

<
I
—_

5. Konstrudljunk ekvivalencidt 1étrehoz6 leképezéseket (a) az N és
a Z halmazok kozott; (b) az N és a Z? halmaz kozott.

6. Mutassuk meg, hogy az irraciondlis szdmok halmaza nem meg-
szamlalhato.

7. Legyen f : R — R, f(z) := 2® + 3z + 2. Milyen szdmhalmazra
kell f-et lesztikiteni tgy, hogy az inverz fiiggvény biztosan létezzék?
Allitsuk el6 az inverzet.

8. Hatarozzuk meg az A := {1,%,%,%,...} szdmhalmaz infimumat,
szuprémumadt, minimumaét és maximumat (amennyiben léteznek).

9. Bizonyitsuk be, hogy 2 + 4 + 6 + ... + 2n = n(n + 1) minden
n € N-re.

10. Bizonyitsuk be, hogy 1 + 3 + 5 + ... + (2n — 1) = n? minden
n € N-re.
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11. Igazoljuk, hogy minden n € N-re:

LS S SR 1 _1<1 1 )
1-3 35 5.7 7 (2n-12n+1) 2 2n+1/"

12. A szokdsos teljes indukciés modszerrel megmutathaté, hogy
24446+ ...+2n=n(n+1)+1(n € N). Valéban, ha ez az egyenlGség
valamely n-re igaz, akkor (n + 1)-re:

2444+6+...+2n+(2n+2)=nn+1)+14+2n+2=(n+1)(n+2)+ 1.

Ugyanakkor a bal oldal mindig paros, a jobb oldal viszont paratlan, ami
nem lehetséges! Hol a hiba a gondolatmenetben?

13. A Hotel Aleph Null forgoéajtaja kivagédik: vendég be, s lihegve
szol:

- Hany szobajuk van?

- Hat van egypar. Egészen pontosan, megszdmlalhatéan végtelen.

- Ember! Azt kérdem, hdny iires szobdjuk van?

- Vagy ugy! Jelenleg egyetlenegy.

- Az baj, mert nekem kett6 kellene. Egy nekem, egy az any6somnak.

- Nem probléma, uram! Mindent meg lehet oldani!

Es meg is tette. SzOlt a 2. szobédban levé vendégnek, hogy koltoz-
z0n at a 3. szobdba, a 3. szobdban lev$ vendéget atiranyitotta a 4. szobaba,
és igy tovabb. Igy a 2. szoba felszabadult. Ide, és az eredetileg is iires 1.
szobéaba elhelyezte az Gj vendégeket.

De hét eredetileg csak egy tires szoba volt! Hol van itt az ellentmondas?
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Megolddsok

1,29 = {0}, 22" = {0.{0}}, 22" = {0.{0}.{{0}}.{0.{0}}} .

2. Legyen z € A\ B tetszbleges, akkor z € A, de z ¢ B, ezért
r € B, azaz x € AN B. Ezzel megmutattuk, hogy A\ B Cc AnB.
Megforditva, legyen x € AN B tetsz6leges, akkor z € A és x € B, ezért
r ¢ B,azazx € A\ B. Ezzel megmutattuk, hogy AN B C A\ B is teljesil.
Kovetkezésképp A\ B = AN B.

3. PFelhasznédlva a 2. feladat eredményét és a halmazmiiveletekre
vonatkoz6 azonossagokat:

A\ (A\B)=ANANB=AN(AUB)=(ANnA)U(ANB)=ANB,
és hasonléan:

B\ (B\A) =BNBNA=BnN(BUA)=(BNB)U(BNA)=BnA.

4. Igazoljuk az U}_; A; = N%_, A; egyenléséget. Legyen x € Ui U A
tetsz6leges, akkor x nincs benne az A1,A4,,...,A, C X halmazok umo]aban
tehat egyik Aj-ban sincs benne. Ekkor viszont benne van mindegyik Ay,
komplementumaban, igy azok metszetében is. Ezzel megmutattuk, hogy
Ur_ A; € Ny A;. A forditott tartalmazas igazoldsahoz tegyiik fel, hogy
most z € N7_; A; tetsz8leges. Akkor z mindegyik A; komplementumaban
benne van, igy egyik Aj-ban sincs benne, ezért az unidjuknak sem eleme:
benne van tehat az unié6 komplementuméban. Igy H?ZI/TJ- C UL 4;.
Kovetkezésképp Ui Un_ A = =N WA

A maésodik egyenloseget hasonloan is bizonyithatjuk, de ahelyett fel-
haszndlhatjuk a most igazolt egyenl6séget specidlisan az Ay, 4s,...,A,, rész-
halmazokra. Eszerint

A Ay = A = UT_ A,

]:

A 1 n . — n .
Komplementumot véve, innen N_; A; = Uj_, 4;.

5. (a) Rendezziik sorba Z elemeit az abran lathatdé séma szerint, és
minden n természetes szamhoz rendeljitk hozza azt az egész szamot,
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2.5. abra. Az egész szdmok megszdmldlhatdsdga

melyet az n-edik lépésben érintiink. Ezzel konnyen lathatéan ekvivalenciat
létesitettiink N és Z kozott.
(b) Rendezziik sorba Z? elemeit (rdcspontok!) az aldbbi séma szerint:

2.6. abra. Az egész koordindtdjii rdcspontok megszdmldlhatésdga

Minden n természetes szdmhoz rendeljiik hozza azt a rdcspontot, melyet
az n-edik lépésben érintiink. Ezzel konnyen l4thatéan ekvivalenciat
létesitettiink N és Z? kozott.

6. Jelolje Q* az irraciondlis szdmok halmazat. Akkor Q U Q" = R.
Ha Q* megszamlalhat6 lenne, akkor Q megszamlalhatosaga miatt kett&jiik
unidja is megszamlalhat6 lenne, ami ellentmond annak, hogy a valés
szamok halmaza nem megszamlalhato.

7. Legyen y rogzitett szam, tekintsiik az y = 2? + 3z + 2 egyenle-
tet. Hay > —%, akkor két megoldas is van:

L3 VITAy o 3-VTEdy
- = B S )

2 9

melyek szimmetrikus helyzet(iek a —2 helyre. A fiiggvény tehat nem

Tartalom | Targymutatd = = 429>



Analizis Feladatok
Tartalom | Targymutatéd < = 930>

kolcsonosen egyértelmti, de lesztikitve akdr a [—3, + cc), akdr a (—oo, — 3]

félegyenesekre, a lesztikitett fliiggvény mar kolcsonosen egyértelmti. Az

—3+V1+4
1(?/): +2+y

inverz formulaja az el6bbi esetben f~ , az utébbi esetben

- —3—/1+4
iy = ==

8.inf A =0, sup A = 1, min A nem létezik, max A = 1.

n(n+1)

24+446+...+2n=2-(14+24+3+...+n)=2- 5

=n(n+1).

10. Felhasznalva az el6z6 feladat eredményét:

143454+ +2n—1)=(1+2+3+...4+2n) — (2+4+6+...+2n) =

2020+ 1)

5 —n(n+1) =n’

11. Az 4llitds n = 1 esetén nyilvanval6. Feltéve, hogy valamely
n > 1 egészre igaz, vizsgaljuk az allitast (n 4 1)-re. Azt kell igazolni, hogy:

1 1 1 1 1
1-3+3-5Jr5-7+”'+(2n—1)(2n+1)Jr 2n+1)(2n+3)
_1(1 1 ) I 2n4+3-1 n+1
2 2n + 3 2 2m+3  2m+3

Felhasznédlva az indukcios feltevést:

1 1 1 1
137357 7 (2n—1)(2n+1)+(2n+1)(2n+3)*

1 1
2( 2n +1> (2n+1)(2n +3)
ntl-1 ( N )
— . n =
22n+1) (2n+1)(2n+3) 2n+1 2n+3
2n®+3n+1  (2n+1)(n+1)  n+1
2n+1)(2n+3) @n+1)(2n+3) 2n+3
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12. A hiba ott van, hogy az éllitds mdr n = 1-re sem igaz, amit nem
ellendriztiink! Egyébként a leirt okfejtés hibatlan: ha az allitds valamely n-re
igaz lenne, akkor (n + 1)-re is igaz lenne. Amde az allitds semmilyen n-re
nem igaz.

13. Nincs ellentmondas! A feladat a végtelen halmazoknak egy
szokatlan tulajdonsdgardl szol, hogy a végtelen halmazok ekvivalensek
lehetnek sajat valodi részhalmazukkal. Az ellentmondas latszatat a feladat
(egyébként abszurd) szovegezése adja, ami egyfajta ,megmaradasi tételt”
sugall a valds élet tapasztalatai alapjan. Ilyenfajta ,megmaradési tételek”
azonban végtelen halmazokra nem vonatkoznak.
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3. Komplex szamok

3.1. A komplex szamok bevezetése

Torténetileg a szamfogalom bovitését az egyenletek megoldhatdsdganak
problematikdja sziilte.
Legyenek a,b € N adottak, akkor az

r+a=2>b

egyenlet N-ben nem mindig oldhaté meg (csak akkor, ha a < b). Ha
azonban N-et kibovitjiik Z-vé, az 6sszeadést pedig alkalmasan kiterjesztjiik
a b&vebb Z halmazra, akkor a fenti egyenlet mar mindig megoldhat6 Z-ben,
akkor is, ha a,b € Z (nemcsak akkor, ha a,b € N).

Legyenek most a,b € Z adottak, a # 0, akkor az

ar =b

egyenlet Z-ben nem mindig oldhat6 meg (csak akkor, ha a osztéja b-nek).
Ha azonban bevezetjiik a Z-nél b6vebb Q szdmhalmazt, és arra a szorzast
alkalmasan kiterjesztjiik, akkor a fenti egyenlet mar mindig megoldhat6
Q-ban, akkor is, ha a,b € Q (nemcsak akkor, ha a,b € Z ).

A val6s szamok bevezetése nem illik szorosan ebbe a sémdba. Bizonyos
algebrai (akar magasabb fokt), raciondlis egyiitthat6s egyenletek megolda-
saként ui. nem allithat6 el az 6sszes valds szam. Igy csak az tn. algebrai
szdmok allithat6k el6, melyek szdmossdga egyébként csak megszamlalhat6
(igy tehat a ,,legtobb” val6s szdm nem 4llithat6 el6 raciondlis egytitthatos
egyenlet megoldasaként. Megemlitjiik, hogy a 7 is ilyen nem-algebrai, tin.
transzcendens szdm). Masrészt pedig, ismeretes, hogy vannak olyan algebrai
egyenletek, melyek nem oldhaték meg R-ben. Igy pl. mar az egyszerti

22 4+1=0

egyenletnek sincs R-beli megolddsa. Mindazonaltal, éppen ezek a prob-
lémak inditottdk el a probélkozasokat a valds szadmok tovabbi bévitése
irdnydba, melynek eredménye a komplex szdmok halmaza. Elérebocsatjuk,
hogy a komplex szdmok korében mar minden algebrai egyenlet (komplex
egyititthatos is!) megoldhat6.

A targyalas azonban fiiggetlen lesz a szdimfogalom-bdvités, ill. az egyen-
letek megoldhatésdganak fentebb vazolt kérdéskorétol.
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A komplex szdmok bevezetése rendezett valds szdmpdrokkal :

Ertelmezziink R? elemei (rendezett valés szamparok) kozott miiveleteket
a kovetkezdképp. Ha (a,b),(c,d) € R?, X € R tetsz6legesek, akkor legyen:
(a,b) + (¢,d) := (a + ¢,b + d) (0sszeadas),

(a,b) - (¢,d) := (ac — bd,ad + bc) (szorzas),

A - (a,b) := (Aa,\b) (skaldrral val6 szorzas).

3.1. Allitas: . A fenti m{iveletekre érvényesek az alabbi miveleti azonossé-
gok: ha (a,b),(c,d),(e,f) € R? \,u € R tetsz6legesek, akkor:
(

(a,b) + (c,d) =
((a,b)+ (c,d))+(e,f) = (a,b) + ((c,d) + (e, f)) (az dsszeadds asszociativ),
)=

(a,0) + (0,0

e minden (a,b)-hez van oly (z,y), hogy (a,b) + (z,y) = (0,0), éspedig
nyilvan (z,y) = (—a, — b); masszc’)val, az Osszeadas megfordithato
(invertalhat6) mtivelet,

c, (¢,d) + (a,b) (az Osszeadds kommutativ),

(a,b) ((0,0) az 6sszeadas nulleleme),

e (a,b) - (c,d) = (c,d) - (a,b) (a szorzds kommutativ),

o ((ab) - (c,d)) - (e,f) = (ab) - ((c,d) - (e,f)) (a szorzés asszociativ),

e ((ab)-(1,0) = (a,b) ((1,0) a szorzas egységeleme),

e minden (a,b) # (0,0)-hoz van oly (z,y), hogy (a.,b) - (z,y) = (1,0),
éspedig konnyen ellenrizhetSen (z,y) = ( 257, — f—?lﬁ) ; masszoval,
a szorzas megfordithato (invertdlhatd) mtivelet, ha (a,b) # (0,0),

o \-[(a,b)+(c,d)] = A-(a,b)+A-(c,d) (a skaldrral valo szorzas disztributiv
az Osszeadasra nézve),

o (A+pu)-(ab) =X (a,b)+ p-(a,b) (askalarral val6 szorzas disztributiv
a skaldr-Gsszeaddsra nézve is).

Bizonyitds. Az allitdsok egy része trividlis (a valos szamok megfelel6 mfiveleti
azonossagaibdl adédéan), a tobbi a definiciébdl tobb-kevesebb szdmolassal
adodik. A szorzas asszociativitdsat példaul igy igazolhatjuk:

((a,b)-(e,d))-(e,f) = (ac—bd,ad+bc)-(e,f) = (ace—bde—adf —be f,acf —bdf +ade+bce),
mig ugyanakkor:
(a,b)-((e,d)-(e,f)) = (a,b)-(ce—df,af+de) = (ace—adf —bef—bde,acf+ade+bce—bdf).
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Komplex szdamsik:

Elnevezés. Az R? halmazt a fenti miiveletekkel ellatva komplex szdmsiknak
(C), elemeit komplex szdmoknak nevezziik.

3.2. A komplex szamok algebrai alakja

Tekintsiik az (a,0) alakti komplex szdmokat. Konnyen lathaté, hogy a
miiveletek nem vezetnek ki az ilyen alakt szdmok halmazabdl, és itt meg-
egyeznek a valos szamok kozt bevezetett szokdsos miiveletekkel. Ponto-
sabban, tetszbleges a1,a2 € R esetén:

(al,()) + (GQ,O) = (a1 + GQ,O),

(a1,0) — (a2,0) = (a1 — a,0),
((al, ) (CLQ, ) (alag,O)

@0 = (a0) haa 20

(Itt két komplex szdm kiilonbségét, ill. hdnyadosat az Osszeadds,
ill. a szorzas inverz mfiveleteként értelmezziik.

Az (a,0) alakii szdmok tehdt azonosithatdk a valds szdmokkal. A zérus szerepét
a (0,0), az 1 szerepét az (1,0) szdmpdr jdtssza.

Jelolés. Ha (a,b) € C tetszéleges, akkor nyilvan (a,b) = a - (1,0) +b- (0,1).
Mar lattuk, hogy (1,0) a szorzéds egységeleme C-ben; jelolje i a (0,1)
komplex szamot, akkor az (a,b) komplex szdm roviden

a+ b

alakba irhat6. Ez a komplex szdm algebrai alakja.
A tovabbiakban a komplex szamokat sokszor egyetlen bettivel jeloljiik.

Elnevezés. -t képzetes (imagindrius) egységnek, a bi alakt szdmokat
(b € R) tiszta képzetes szdmoknak nevezziik.

A komplex szdmok az R? sikon egy derékszogii koordinatarendszerben
dbrazolhatok.

Valés rész, képzetes rész:

Legyen z := a + bi € C tetszbleges. Az a € R szdmot a z komplex szdm
valds részének, a b € R szamot pedig a z komplex szam képzetes részének
nevezziik. A val6s, ill. képzetes részt Re z-vel, ill. Im z-vel jeloljiik.
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a4 walds tengely

kepzetes tengely

3.1. dbra. A komplex szdmok dbrdzoldsa a komplex szdmsikon

Két komplex szdm nyilvan pontosan akkor egyenld, ha valds és képzetes
részeik kiilon-kolon is megegyeznek. Igy egy komplex z; = 2y egyen-
16ség mindig két valds egyenldséggel, ti. a Re 21 = Re 23, Im 21 = Im 29
egyenl6ségekkel ekvivalens.

Hasznélva a komplex szdmok algebrai alakjét, és a mtiveletek definicio-
jat, nyilvanval6, hogy tetszdleges (a + bi) € C és (¢ + di) € C esetén:

(a+bi)+ (c+di) = (a+ )+ (b+ d)i,

(a+bi) - (c+di) = (ac — bd) + (ad — be)i.

Specialisan, i* = (0 + 14) - (0 4 1i) = —1 4 0i, azaz i* = —1.
Masrészt pedig, a szorzast formadlisan felirva:

(a +bi) - (c+ di) = ac + bdi* 4 bei + adi = (ad — be) + (ad + be)i,

tehdt komplex algebrai kifejezésekkel pontosan ugyaniigy szdmolhatunk, mint a
valds esetben, az i? = —1 eqyenldséget figyelembe véve.

Létezik a komplex szamoknak olyan felépitése is, melynek kiindulé-
pontja épp a fentebb levezetett i? = —1 egyenldség. Bar ez a felépités
rovidebb, az altalunk fentebb kovetett eljaras mégis kézenfekvébb, mert
ilyen, eddig értelmetlen egyenldségekre mint kiindulépontra nem épit. Az
emlitett felépités f6 gondolatmenete a kovetkezd.

Tekintsiik az a + bi alakt kéttagu algebrai kifejezéseket, ahol a,b € R
tetszblegesek, i pedig egy egyeldre tetszéleges szimbdolum (melyet képze-
tes egységnek fogunk nevezni). Azonositva az a valés szamot az a + 0t

Tartalom | Targymutatd < = 435>



Analizis A komplex szamok algebrai alakja
Tartalom | Targymutatéd = = 436>

algebrai kifejezéssel, nyilvan R egy bovitését nyertiik. Most préobéljuk
meg a szorzdst és az Osszeaddst kiterjeszteni a fenti alaku algebrai kifeje-
zésekre. Avégett, hogy az 0sszeadds és a szorzas jol ismert tulajdonségai
és mfiveleti azonossdgai (kommutativitds, asszociativitds, disztributivitas)
érvényben maradjanak, nyilvan tetsz6leges a,b,c,d € R esetén teljesiilniiik
kell a kovetkez6 azonossdgoknak:

(a+bi)+ (c+di) = (a+c) + (b+d)i,

(a +bi) - (c + di) = ac + bdi* 4 (bc + ad)i.

Az 9sszeaddssal nincs probléma; avégett pedig, hogy a szorzas eredménye
ugyancsak egy ilyen kéttagu algebrai kifejezés maradjon, mar egyediil csak
az i* hatvanyt kell alkalmas médon definidlni. Igazolhato6 (a részletektdl

eltekintiink), hogy erre lényegében az egyetlen értelmes definici6 az i* :=

—1 eltirds. (Ha pl. az i* := 1 definiciéval éliink, akkor sziikségképp
(1+1i)-i=1i+i?> =i+ 1,ahonnani = 1 vagy i = —1, tehdt nem nyertiink

Py

valédi szambgévitést; hasonldan, ha i2 := i-t irunk el6, akkor innen i = 1
vagy i = 0, azaz igy sem lehet valodi szambd&vitést elérni, és igy tovéabb.)
Bevezetve tehat az i? := —1 definiciét, a fenti kéttagt algebrai kifejezé-
sekre kiterjesztett miiveletekre igazak a szokdsos mtiveleti azonossagok.
Ezekutdn komplex szdmok alatt ilyen kéttagti algebrai kifejezéseket ér-
tiink. A konstrukcié egyenértékii a feljebb vazolt, szdmparokat hasznal6
megkozelitéssel.
3.1. Kévetkezmény: . 3 = —i, i* = 1, ® = i,., " = = i,
ih+2 = 1, i**+3 = —j, teh4t az i-hatvanyok periodikusan véltakoznak az
1,4, — 1 és a —i szamok kozott.

1 Z'4k+1
v

Konjugilt:
A z = a + bi € C komplex szam komplex konjugdltjinak az = a — bi € C
komplex szdmot nevezziik.

A konjugalas mint a komplex sik geometriai transzformadciéja, konnyen
lathatéan nem mads, mint a valds tengelyre valo tiikrozés. A kovetkezd
hédrom allitas a konjugalt alapvet6 tulajdonségait foglalja 0ssze. Trivilis
szamoldsokkal igazolhatok, ezért a bizonyitasokat elhagyjuk.

3.2. Allitas: . Tetszbleges » € C komplex szdm esetén Re z = 5= €s

__ 2=z
Im z = 52,
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3.2. abra. A komplex konjugdlt geometriai szemléltetése

3.3. Allitss: . A z € C komplex szdm pontosan akkor valds, ha z = %, és
pontosan akkor tiszta képzetes, ha z = —%.

3.4. Allitas: . (a konjugalas miiveleti azonossagai). Legyenek 21,20 € C
tetsz6legesek, akkor

(@) 21+ 22 =71+ 7,

(b)z1 — 220 =71 — 73,

() zize = 71 - 72,

@ (2)=(2)

Abszoliit érték:
A z = a+ bi € C komplex szam abszoliit értékének a |z| := va? + b?> nemne-
gativ val6s szdmot nevezziik.

Az abszolut érték geometriai jelentése (a Pitagordsz-tétel értelmében)
a z komplex szdmot reprezentdl6 pont tavolsaga az origé6tdl (azaz a (0,0)
komplex szamtol). Kénnyen lathato, hogy ha torténetesen z valés, akkor
|z| megegyezik a kozonséges (valds) abszolut értékkel. Ez indokolja az
elnevezést is.

Az alabbi osszefliggések konnyen igazolhatok, ill. a geometriai jelenté-
sek alapjan nyilvanvalok.

3.5. Allitas: . Tetsz6leges » € C esetén:
@2 =2-%

(b) [Re z| <],

(0) JIm 2| < ||,

(@) |z| < |Re z| + [Im z|.
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3.3. abra. A komplex abszoliit érték geometriai szemléltetése

Bizonyitds. Csak (d)-t igazoljuk, a tobbi konnyen lathato:
|2* = a® + 0% < a® 4 2|al[b] + b° = (|a] + [])?.

e R I e e -

Az 4llitas (a) pontjat felhaszndlva, konkrétan megadott komplex szamok
osztadsa egyszertien elvégezhetd. Ha ui. két komplex szdm hanyadosat
kell kiszamitani, a tortet a nevez6 konjugaltjaval b6vitve, az Gj nevezd
az oszt6 abszolut értékének négyzete, tehét valos szam lesz.

3.1. Példa:
142 142 4+3 -2+11 2 11

1-3 4-3 4+3i 16+9 _ 95 " 25"

7z 7

A kovetkezd egyenlség igen nevezetes, és szintén az el6z6 4llitas (a)
pontjabol adodik:

3.6. Allitas: . Tetsz6leges 21,22 € C esetén:
|Z1 aF 2’2|2 = |21|2 + 2Re 217z3 + |22|2.

Bizonyitds.

|21+ 22| = (21 + 22) - (F1 + Z2) = 2171 + 2153 + Z122 + 2272 =
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= |21‘2 + 2Re z1Z3 + |22|2.

Az alébbi allitas pedig az abszolut érték leglényegesebb Osszefliggéseit
foglalja 0ssze:

3.7. Allitas: . Legyenek z,z1,22 € C tetsz6legesek, akkor:

(a) |z| > 0 és |z| = 0 pontosan akkor teljestil, ha z = 0,

() [2122] = [21] - |22],

(©) |21 + 22| < Jz1| + |22], és |21 — 22| > |z1] — |22| (hdromszog-
egyenl6tlenségek).

Bizonyitds. Csak a (c)-t igazoljuk, a tobbi konnyen adédik az eddigi eredményekbdl.
Az el6z6 allitast felhasznalva:

|21 4 22| = |21]% + 2Re 2175 + | 22)* <
<l + 20zllza] + |22 = (21| + |22])%.
Innen a (c) pont mésodik egyenlétlensége mar adédik, ui.

|z1] = 21 — 22 + 22| < |21 — 22| + |22

3.3. A komplex szamok trigonometrikus alakja
Poldrkoordindtdk R>-ben

Legyen (z,y) € R? a sik egy tetszSleges pontja. E pont helyzete
egyértelmiien jellemezhet6 egyrészt az (x,y) koordinatapdrral is, de azzal
az (r,¢) szamparral is, ahol r jelenti a pont tdvolsagét az orig6tol, ¢ pedig az
orig6ébdl kiindulo, az adott ponton dtmend félegyenes iranyszogét. Ezeket a
szamokat az (x,y) pont poldrkoordindtdinak nevezziik. Megkiilonboztetésiil,
x-et és y-t derékszogii koordindtdknak nevezziik. Nyilvan egyrészt

T = 1 COS ¢, = rsin ¢,

r=E A o=t

tehat ugyanazon pont derékszogti és polarkoordinatai kolcsonosen kifejez-
het6k egymassal.

masrészt pedig
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A ¢ irdnyszoget [0,27)-beli szamnak tekintjik. Az (r,¢) és az (r,¢p+ 2km)
poldrkoordindtdkat nem tekintjitkk kiilonbozének, ha £ € N, azaz, ha
ugyanazt a sikbeli pontot hatdrozzak meg.

A komplex szdmok trigonometrikus alakja

Legyen z := a + bi € C. Tekintsiik a komplex sikon a z pontnak
az r és a ¢ polarkoordindtdit. Definicié szerint ekkor r = |z|. A ¢
irdnyszoget a z komplex szdm argumentumdnak nevezziikk. Az r, ¢
polarkoordinétdkat az a, b derékszogii koordindtakkal kifejezve kapjuk,

hogy
a+ bi = r(cos ¢+ isin@).

Ezt a formét nevezziik a z komplex szdm trigonometrikus alakjinak.

(s z

3.4. abra. A komplex szdmok trigonometrikus alakjinak szemléltetése
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Specidlisan legyen a > 0 pozitiv val6s szdm. Ennek trigonometrikus
alakja:
a = a(cos0+ isin0).

A —a negativ valds szdm trigonometrikus alakja:

—a =a(cosm+isin).

Az ia tiszta képzetes szam trigonometrikus alakja:

. T L.
0 =a|Ccos— +181n— |.
2 2

Az —ia tiszta képzetes szam trigonometrikus alakja:

. ( 3. 377)
—1a=a|cos— 4181 — | .
2 2

A kovetkez6 allitds azt mutatja, hogy a trigonometrikus alakban a
szorzas viszonylag bonyolult definicidja lényegesen egyszer(ibb alakot
eredményez:

3.1. Tétel: (Moivre). Ha 21 = r1(cos ¢1 + isin¢q), zo = r2(cos o + i sin ¢2)
tetsz6leges komplex szdmok, akkor szorzatuk:

2122 = 1r1712(C0o8(P1 + ¢2) + isin(¢r + ¢2)).
Bizonyitds. Elemi trigonometrikus addicios tételek alkalmazdasaval kapjuk, hogy
2122 = r11r2(cos ¢1 + isin ¢ )(cos pg + isin ¢g) =

= 1172(COS (1 COS o — sin 1 sin Po + 7 8in @1 €OS Po + 1 COS Po sin p; =

= r112(cos(p1 + ¢2) + isin(dr + ¢2)).

Specidlis eset. Miutdn konnyen lathatéan i argumentuma épp 7/2,
abszolut értéke pedig 1, az i-vel val6 szorzds a komplex sikon egy origé
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kozept, m/2 szogl, pozitiv irdnyu elforgatasnak felel meg. Hasonl6an, a
(—1)-gyel val6 szorzas egy orig6 kozep(i, m szogli elforgatast jelent, ami
ekvivalens az origéra valo tiikrozéssel.

3.2. Kovetkezmény: . Ha z; = ri(cos¢; + isingy) és za = ra(cospa +
isin ¢o) tetsz6leges komplex szamok (z2 # 0), akkor kett&jiik hdnyadosa:

<1 1

Y r—2(cos(¢1 — ¢2) + isin(¢r — ¢2)).

Specidlisan, ha z = r(cos ¢ + isin ¢) # 0 tetszbleges, akkor

1 1
— = —(cos ¢ — isin¢).
z T

= — = —(cos¢ — isin Q).

,
z 2z r?

3.4. Hatvanyozas és gyokvonas

A Moivre-tétel ismételt alkalmazasaval azonnal ad6dik a kovetkez ered-
mény:

3.3. Kovetkezmény: (komplex szdmok hatvanyozésa). Ha
z =r(cos ¢ + isin @),
ésn € N tetszbleges, akkor

2" =r"(cosng + isinng).

3.2. Példa: Szdmitsuk ki a z := @ + z? komplex szdm n-edik hatvanyat!

Megoldds. El6sz0r z-t atirjuk trigonometrikus alakra: z = 7 + isin 7, ezutan pedig
a Moivre-tételt alkalmazhatjuk: z = cos “f* + isin “f.
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Az el6z6 Kovetkezménybdl trigonometrikus azonossdgok sora vezet-
hett le azéltal, hogy az n-edik hatvdny még a binomiélis tétel alapjan is
kiszamithaté. Pl. legyen a z komplex szam z = cos ¢ + i sin ¢ alakt (ekkor
abszolut értéke 1!), akkor egyrészt a binomiélis tételbdl:

23 = cos® ¢ + 3icos® ¢psin ¢ — 3 cos @ sin? ¢ — i sin ¢,
masrészt az el6z6 Kovetkezménybdl:
23 = cos 3¢ + isin 3¢,

ahonnan a valés és képzetes részek dsszehasonlitdsdval az alabbi Osszefiig-
géseket nyerjiik:

cos 3¢ = cos® ¢ — 3cos ¢sin? ¢, sin 3¢ = 3 cos® ¢ sin ¢ — sin® ¢.

Gyokvonds komplex szdmokbél

Probléma. Adott n € N egészhez és z = r(cos¢ + ising) € C nem-
zérus komplex szamhoz keresstink olyan w = R(cost + isint) komplex
szamo(ka)t, mely(ek)re w" = z.

Ha ilyen komplex szdm egyéltalan van, akkor sziikségképp w" =
R™(cosnt + isinnt) = z, azaz pl. R" = r, nt = ¢. Ez a valasztas va-
l6ban meg is felel, de nem ez az egyetlen lehet8ség: az nt = ¢ + 2kw
egyenl6séget kielégitd argumentumok mind megfelelnek, ha k£ € Z (a sin
és cos fliggvények 2m-periodicitdsa miatt). Ezek dsszesen n db lényegesen
kiilonboz6 argumentumot adnak, azaz azt kaptuk, hogy:

3.8. Allitas: . A w™ = R™(cosnt + isinnt) = z egyenl6séget n db kiilonbo-
z6 wo,w1,...,w,—1 komplex szam elégiti ki, éspedig ezek trigonometrikus
alakja:

2k 2k
wg = W(cosu+isinu> (k=0,1,..n—1).
n n
A fenti wy szdmokat a z komplex szam n-edik gyokeinek nevez-

zilk.  Ezek elhelyezkedése a komplex szdmsikon szemléletes: egy
origd kozepti, {/r sugard, szabdlyos n-szog cstcsaira illeszkednek.
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| ——

3.5. dbra. A komplex gyokok elhelyezkedése a komplex sikon

3.3. Példa: Szdmitsuk ki a (—i) szdm komplex negyedik gyokeit!

Megoldds. (—i) trigonometrikus alakja: —i = cos 2% + isin 27, innen (—i) komplex
4-ik gyokeinek alakja:

37”+2k7r+, 34 2kn
cos 1 i sin 1
(k=0,1,2,3), azaz:
37T+‘_37T 77r+,_77r 117r+‘_ 117 157r+‘,157r
cos — +isin —, cos — +14isin—, cos— 4+ isin ——, cos — +isin —.
8 8’ 8 8’ 8 8’ 8 8

A zérus szdmnak nyilvdnvaléan barmelyik pozitiv kitevojti gyoke csak
a zérus lehet.

Specidlis eset. Az 1 szam komplex n-edik gyokeit n-edik egységgyokoknek
nevezziik. A fentiek alapjan ezek trigonometrikus alakja:

2%k 2%k
€ = cos - +isin— (k=01,.,n—1)
n n

Ezen n db pont a komplex sikon egy origé kozepfi, egységsugara kor-
vonalra illeszkedik, és egy szabdlyos n-szoget alkot.
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3.5. Algebrai egyenletek
Az n-edfoku (n € N) algebrai egyenletek altalanos alakja:
ao+ a1z + az® + asz® + ...+ ay 2" = 0,

ahol ag,a1,a2,...,a, adott komplex szamok, és a,, # 0.

Ismeretes, hogy ha az egyenlet egytitthat6i specidlisan valds szamok, ak-
kor méar masodfoku egyenletek esetében is el6fordul, hogy az egyenletnek
nincs valds megoldédsa. Ha viszont van, akkor az zart formuldval kifejezhet6
(megoldoképlet). Latni fogjuk, hogy a b6évebb C halmazon viszont min-
dig van megoldds, akkor is, ha az egyenlet egytitthat6i maguk is komplex
szamok. Harmad- és negyedfoku egyenletek esetében megolddképlet még
mindig létezik (bar a masodfokiiénal lényegesen bonyolultabb). Kidertilt
azonban, hogy &ltalanos 6tod- és ennél magasabb foku egyenletekre mar
megoldoképlet sem létezik, azaz a megoldasok altaldban nem éallithatok
eld az egytitthatokbol az alapm{iveletek (gyokvonast is beleértve) véges
sokszori alkalmazésaval.

Valds egyiitthatds egyenletek gyokeinek elhelyezkedését egyszertien jel-
lemezhetjiik:

3.9. Allitds: . Ha a 2z € C szém megolddsa a valés egytitthatés
ao+a1z+az’ +asz®+ ...+ a2" =0

egyenletnek, akkor egytttal Z is megoldés. Kovetkezésképp valos egyiitt-
hatés egyenletek megoldasai vagy maguk is valdsak, vagy pedig komplex
konjugalt gyokparokat alkotnak.

Bizonyitds. Legyen z € C megoldds, azaz tegytik fel, hogy ap + a1z + ... + a2 = 0.
Véve mindkét oldal konjugéltjat: ap + a1z + ... + a,z" = 0, azaz % is megoldés.

Felvet6dik a kérdés, hogy egy n-efoku egyenletnek egyaltalan [étezik-e
megoldésa. A kdvetkezd hires tétel pozitivan valaszol erre:

3.2. Tétel: (az algebra alaptétele). Minden komplex egyiitthatds n-edfoka
algebrai egyenletnek van C-ben gyoke, éspedig éppen n darab (ezek nem
feltétlen kiilonbo6z6k). Jelolje z1,2,...,2, a gyokoket, ekkor minden z € C
komplex szdm mellett teljesiil az

ap+ a1z + a9z’ + a3z® + ... + ap2" = an(z — 21)(z — 22)...(2 — 2zp)

azonossag.
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A tétel érdekessége még, hogy bar 4llitdsa tisztdn algebrai jellegti, a
tétel bizonyitasdhoz mégis analitikai, éspedig komplex fiiggvénytani
eszkozok sziikségesek.

A tovabbiakban csak masodfoku és arra visszavezethetd egyenletekkel
foglalkozunk. Legyenek a,b,c € C tetszbleges (komplex!) szamok, és
tekintsiik az

az’ +bz+c=0

egyenletet. A valds egytitthatds esetb6l mar ismert teljes négyzetté valo
kiegészités most is alkalmazhato:

a22+bz+c:a<zz+bz+c) :a<22+2bz+0):
a a 2a a

_ (+b>2_b2+c —0
4\ \F T, 4a2 a7

2

ahonnan kapjuk, hogy (z + %) = bta‘é‘m, azaz
L —b+ Vb? — dac

B 2a '

Formadlisan tehét visszakaptuk az ismert megolddképletet, azonban itt a
gyokjel komplex négyzetgyokvonast jelent, mely két, dltaldban kiilonboz6
komplex szdmot ad. Specidlisan, haa D := b? — 4ac diszkrimindns valds és
pozitiv, akkor a D-b6l vont komplex négyzetgyok két értéke megegyezik a
valés négyzetgyokkel és annak ellentettjével, igy tehat ekkor a jol ismert
kozonséges megolddképlethez jutunk vissza.

3.4. Példa: Oldjuk meg C-ben az alébbi egyenletet: 2% — 2z + 10 = 0.

Megoldds. z = 22=410 A (—36) szdém komplex négyzetgyokei: 6i és (—6i), igy a
két megoldas: z; =1+ 3i,6s 20 = 1 — 3i.

3.5. Példa: Oldjuk meg C-ben az aldbbi egyenletet: 22 + iz — 1 = 0.

Megoldds. z = == =144 — ’“5\/5 A 3 szdm komplex négyzetgyokei: v/3 és —/3,

igy a két megoldas: z; = X3 — 1i, és 2y = — L2 — Lj.
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Mudsodfokiira visszavezethetd egyenletek
Ezek éltalanos alakja:
az?" 402" +c=0

ahol n € N tetsz6leges.
Az egyenlet 2"-re nézve mdsodfokd, ezért 2" = =btvbi—dac V;:j_‘l“c, innen pedig

L d—b%—\/b?—élac

2a

Hangsulyozzuk, hogy mindkét gyokvonas komplex értelemben értendd.
A ,belsd” négyzetgyok 2, a , kiils6¢” n-edik gyok n db kiilonbozé értéket
eredményez. Igy az egyenletnek 2n db megolddsa van (melyek kozott
lehetnek egyenl6k is).

3.6. Példa: Oldjuk meg C-ben az alabbi egyenletet: 23 + & = —2.

Megoldds. Szorozva z3-nal, kapjuk, hogy 2 + 223 + 1 = 0. Ez 23-ra nézve masod-
foku egyenlet, melynek egyetlen megoldésa 23 = —1. Innen z értékeit komplex
kobgyokvonassal kapjuk. Attérve trigonometrikus alakra: —1 = cos + isin T,
innen 3 kiilénb6z6 megoldast kapunk:

T .. 7
zlzcosg—&—zsmf,

3
2 2
zzzcosﬂ—; ﬂ-—i—isinﬂ-—g chosw—l—isinﬁz—l,
7T—|—47T+,, T+ 47 57T+,, LY 1 V3
23 = COS isin =cos— +isin—=—- —i—.
s 3 3 3 3 2 2
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3.6. Feladatok

1. Sza&mitsuk ki az
140462 +414% 4 ... 442006

1—i+4%—d3+ ...+ 2006

kifejezés értékét.

2451 (b) 5+41

2. Végezziik el az alabbi osztasokat: (a) 1577, 60

3. Hatdrozzuk meg az alabbi komplex szdmok trigonometrikus
alakjat: () 1+iv3, () V3—1i, (¢) -2+ 2i.

4. ,,A Moivre-tétel szerint

( 7r+,_7r) < 7T+,_7T> 7T+,,7r
cosS— +14sin— | - (cos— +isin— | = cos — + ¢sin —
6 3 3 6 2 2

Kiszamitva azonban a bal oldalt:

(?ﬂ\f) - (;—H;) :f(1+i)2:\i§(1+2i+i2):i\g§

adédik. A jobb oldal ugyanakkor i.” Hol a hiba a gondolatmenetben?

5. Legyen z := cos§ + ising. Szamitsuk ki az Z% +1l4+14+2422
Osszeget.

18 6
6. Szamitsuk ki az (a) (\/Qggz) és a (b) (§ — %z) hatvanyok érté-
két.

7. Jelolje zp,21,22,23 az (1 — i) szam komplex 4-ik gyokeit. Szamit-
suk ki a zg + 21 + 22 + 23 Osszeget.

8. Mi lehet egy olyan komplex szdm 5-ik hatvanya, melynek 3-ik
hatvanya épp ?

9. Tekintsiikk az 199922 — 192 + 199 = 0 egyenletet, jelolje 21,22 a

1999
?

két (komplex!) gyokot. Mennyivel egyenld

Z1
z2

10. Hatdrozzuk meg mindazon z komplex szamokat, melyekre 2% = — %.
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11. Keressiik meg az aldbbi egyenlet 0sszes komplex megoldasat:
22 —-1= %.

12. Keressiik meg az & + 222 = 2 egyenlet dsszes komplex megol-
dasat.
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Megolddsok

1. Figyelembe véve az i-hatvdnyokra vonatkoz6 Osszefiiggéseket:

1+i+i2+i3=i*+"++:{"=...=0

1—i+i2—P=i*—P+i%—i"=... =0.

A szdmlalo és a nevezd tagjait tehat négyesével csoportosithatjuk. Egy-egy
négyes csoport 0sszege 0, innen

1+Z+22+ZS++22006 i2004+i2005+i2006 B 14+4i—1 B

5 , = - . . = . =—-L
1—4+i2— 43+ .. 442006 ;2004 _ ;2005 4 ;2004 — ] _; _ ]

2. (a)
2450 _ 245 1+4i _ 18413 _ 18 13
1—4i 1—4i 1+4i 1+16 17 " “ar
(b) , ‘ . .
544i 5+4i 2—6i 34—22% 17 11
= : = =— —i—.
24 6i 246i 2—6i 4+36 20 '20
3. (a)
1+i\/§:2<cosw+isinw>.
3 3
©) 11 11
\/g—i:2<cos7r+isin7r).
6 6
(c)

3 3
—2+2i:2\f2(cosz+isin1).

4. A két oldal kiszamitasa hibatlan, de a Moivre-tétel nem alkalmazhato,
mert a bal oldalon nem trigonometrikus alakt komplex szémok éllnak. Igy
a két oldal valéban nem egyenlé.

5. Vegyiik észre, hogy (|z| = 1 miatt) 1 = zés & = 22 = 72°. In-
nenz%—i-%—i-l%—z—i-zz:1+2Rez+2Re22:1+2‘%—2'1—1,mert

22 :COS%” —I—isin%ﬁ.
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6. (a)
2v/3 2 2(1 — iv/3) _
\/§+3z 1+zf (144v/3)(1 —iv/3)
2(1—-iv3) 1 \/3 5 L
= — = — — =cos — +¢sin —.
143 2 ' 3 3
Innen 18
23 —(30818'57r+isin18'57r—1
V3+3i) 3 3
(b) %z = cos 1T 4 jsin HT” innen

6
3 1
({ _ 2i> —cosllm+isinllr = —1.

7.1—i=+2- (cos +zsm7f) innen

s 7
20 = \575 <00816+zs1nlg>

s Tow T ow iy
21—\/§'<COS<16 )—Fzsm(m 2))-@20,
T 2w 77‘(’ 2w
=2 e (G5 + 5 ) i (5 5)) - -
29 \f cos 16+2 + 2sin 16 5 20,
23 = V2 - (cos (h + SW) +1 Sln<77r + 3”)) = —12g.

16 2 16 2
Kovetkezésképp zo + 21 + 22 + 23 = 0.
Megjegyezziik, hogy ehhez a gyokok konkrét kiszdmitdsa nem kellett,
csak a 21 = izp, 22 = —20, 23 = —izp Osszefliggések felismerése!

8. Azon komplex szémok melyek 3 ik hatvanya 1, az i szdm komplex

kobgyokei, azaz a cos § + isin ¢, cos & ¢ t+isin 5(;’ ,cos ox g T isin 96” szamok.

Ezek 5-ik hatvanyai:

57T+, Y
CcoS — +isin —
6 6’

257T+‘ . 25w 7r+, LT
COS — +18in —— = cos — + i sin —
6 6 6 6’
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457 s 457 u 4 isi U
c0s — +isin — = cos — + ¢sin —.
6 6 6 6

9. Az egyenlet megoldadsa nélkiil: mivel az egyenlet valds egytitt-
hatés, a diszkrimindns pedig negativ, a két komplex gyok egymas

10. Az egyenlet ekvivalens az aldbbival: 26 = —i = cos 2 + isin 7. Innen
4k 4k
2z = COos %;72% + isin 37T—1F727T (k=0,1,2,3,4,5)

11. Az egyenlet ekvivalens az aldbbival: 26 — 2% — 6 = 0. Innen

o lEVITd { 3 = 3(cos 2 + i sin 27)

2 —2 =2(cosm+isinm)

ezért

21 = \3/§(COS—|—ZSI
29 = 3/§(cos+zs1
23 = \?’/g(cos—i—zsm

ol N’
H

24 = %(cosg—i-zsm

3 3
z5 = \3/§<COS;+isin;) = —\3/5,

26 = \3@(00557r +isin57T> .
3 3
12. Az egyenlet ekvivalens az aldbbival: 22% — 222 + 1 = 0. Innen

\/5 s s T
V2 (cos § +ising)
g (cos— + ¢sin 31)

Z2:2+\/4—8:2j:2i:{
4 4
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ezért

|

(cosﬂ—i-' i W)

3 1S 3)

<cos — +¢sin 57r>
8 )

(o +105)
cos— +isin — |,

STl

8

<cos — +¢sin 77r>
3 )
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4. Valos szamsorozatok

Legyen X egyelore tetszéleges halmaz.

Sorozat:
Egy f : N — X fiiggvényt, melyre Dy = N, X-beli sorozatnak neveziink.

Specidlisan, ha X = R (vagy X = C), akkor valés (ill. komplex)
szdmsorozatrol beszéliink.

A Kkialakult szokés szerint az f(1),f(2),f(3),... fuggvényértékekre in-
kabb az f1,fa2,fs,... jelolésekkel hivatkozunk, és a fliggvény argumentumat
(az 1,2,3 stb. szamokat) a sorozat indexének nevezziik. Az, hogy f egy
X-beli sorozat, szokds (kissé kovetkezetleniil) az (f,,) C X szimb6lummal
jelolni. Magat az f sorozatot (ami tehét egy fiiggvény) pedig szokds szerint
az (fp) szimb6lummal jeldljiik, ahol f,, a sorozat n-edik tagja.

Részsorozat:
Ha (f,) C X egy X-belisorozat, 1 < n; < ng < n3 < ... pedig természetes
szamokbol 4116 szigortan novekvd sorozat, akkor az f,,, fny s fns,-.. (xOviden:
az (fn,) C X) sorozatot az eredeti (f,) C X sorozat egy részsorozatdnak
nevezzik.

Nyilvan minden sorozat részsorozata bnmaganak.

A fejezet tovébbi részében valds szdmsorozatokrol lesz sz6. Mar itt megje-
gyezziik, hogy a legtobb fogalom és tétel nehézség nélkiil altaldnosithat6
komplex szamsorozatok esetére is.

Sorozatokat legtobbszor explicit formuldval adunk meg, pl. z,, := <
(n = 1,2,...). Szokdsos még az an. rekurziv megadds is, amikor a sorozat
egy tagjat nem az indexével, hanem a megel6z6 indexi tagok segitségével

definialjuk, pl.
T = A, Tn41 = (1 +p)xn (n = 1727”‘)7

ahol p adott valés szam. (Ez a példa egy A nagysagu t6ke évi p kamatlab
melletti évenkénti novekedését irja le.) A rekurziv médon megadott sorozat
sok esetben atirhat6 explicit sorozattd. Az el6z6 példaban:

T, =A - (1+p)" ! (n=1.2,...).

4.1. Sorozatok konvergenciaja, alapveto tételek

Most bevezetjiik a valds analizis egyik legfontosabb fogalmat:
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Konvergencia:

Azt mondjuk, hogy az (z,,) C R szamsorozat konvergens, éspedig az x € R
szdmhoz tart, ha minden e > 0 szdmhoz van olyan N € N an. kiiszobin-
dex, hogy minden n > N indexre |z,, — z| < € teljestil. Ezt a tényt igy
jeloljik: x,, — x vagy limx,, = . Az x szdmot a sorozat hatdrértékének,
vagy limeszének nevezziik. A nem konvergens sorozatokat divergensnek is
nevezziik.

Ha (z,,)-et egy bonyolultabb kifejezés definidlja, és nem nyilvanvald, hogy
mi a sorozat indexe, akkor szokds még az z,, — * (n — +o00) vagy a
lim,,— o z, = x jelolések hasznélata.
Szemléletesen: a sorozat "nagy index{i" tagjai , tetsz6leges pontossdggal”
megkozelitik az x szdmot.
A definici6bdl nyilvdnvald, hogy sem a konvergencia ténye, sem a
hatarérték nem valtozik, ha a sorozat véges sok tagjat megvaltoztatjuk.
A késobiekben, a kialakult gyakorlat szerint az (z,) C R sorozat je-
16lésére mindig az (x,,) szimbélumot haszndljuk, és nem z-et (egyéb
tiggvények jelolésétdl eltérden). Nem fog tehat félreértést okozni, ha az
(xy,) sorozat hatarértékét esetenként z-szel jeloljiik.

Nem hivatalos hasznalatra bevezetjiik a kovetkez elnevezést ill. sz6-
hasznalatot. Azt mondjuk, hogy valamely tulajdonsdg egy sorozat
majdnem minden tagjéra teljesiil, ha az illetd tulajdonsag csak véges sok
indexre nem teljesiil, azaz, ha valamely indext6l kezdve az 6sszes tovab-
bi indexre teljestil. Ezzel a sz6hasznélattal: egy (x,) C R szdmsorozat
konvergens, és z,, — x, ha barmely (barmilyen kicsi) € > 0 szdm esetén
a sorozat majdnem minden tagja e-ndl kozelebb esik z-hez.

Nyilvanval6, hogy konvergens sorozat minden részsorozata is konvergens,
és az eredeti sorozat hatarértékéhez tart.
A definici6 nem tartalmazza a hatarérték egyértelmiiségét, azonban latni
fogjuk, hogy (a szemlélettel 6sszhangban) konvergens sorozatoknak
csak egy hatarértékiik van.

A zérushoz tart6 sorozatokat roviden zérussorozatoknak nevezziik.

Tartalom | Targymutatd < = 450



Analizis Sorozatok konvergenciaja, alapveto tételek
Tartalom | Targymutatéd = = 456>

A gyakorlatban hatédrértékekek szamitdsakor j6l felhasznalhat6 a kon-
vergencia definicidjanak aldbbi dtfogalmazasa (a bizonyitast az Olvaséra
hagyjuk).

4.1. Allitas: . Tetsz6leges (z,,) C R sorozatra z,, — x pontosan akkor, ha
|zy, — x| — 0.

Most egy, a konvergencidndl jéval egyszertibb, de fontos és konnyebben
ellendrizhet6 fogalmat vezetiink be:

Korldtos sorozat:

Azt mondjuk, hogy az (z,,) C R sorozat korldtos, ha az abszolut értékekbdl
képezett {|z,| : n € N} szdmhalmaz feltlrél korldtos R-ben, azaz, ha
van oly C' > 0 szdm, hogy |z,| < C teljesiil minden n € N indexre. Az
(zn) C R sorozat feliilrdl (alulrol) korldtos, ha a sorozat tagjaib6l képezett
{z,, : n € N} szamhalmaz felulrél (alulrél) korlatos R-ben.

A korlatossdg a konvergenciandl gyengébb fogalom, amint azt a kovetkez6
allitas is mutatja.

4.2. Allitas: . Minden (zr) C R konvergens sorozat korlatos is.

Bizonyitds. Legyen x,, — . Akkor specidlisan az ¢ := 1 szdmhoz is van oly N € N
kiiszobindex, hogy minden n > N esetén |z,, — z| < 1, azaz véges sok kivétellel a
sorozat tagjai 1-nél kozelebb vannak z-hez, tehat lefedhet6k az (z — 1,2 4+ 1) véges
hossziisdgt intervallummal. A kivételes tagok szintén lefedhet6k egy alkalmas
véges hosszisagu intervallummal, ezért ez a sorozat Osszes tagjara is igaz, azaz a
sorozat korlatos.

Az 4llitds megforditdsa nem igaz, a korlatossagbdl a konvergencia nem
kovetkezik!

Példdik

4.1. Példa: Az z,, := a (n = 1,2,...) staciondrius sorozat (melynek minden
tagja a-val egyenld) korlatos, konvergens és a-hoz tart tetsz6leges a valds
azam esetén.

4.2. Példa: Az z,, :=
tart.

Val6ban, |z,| < 1 teljesiil minden n € N-re; tovdbbd tetszbleges € > 0 mellett
minden olyan N € N szam j6 kiiszobindexnek, melyre N > 1.

(n = 1,2,...) sorozat korlatos, konvergens és 0-hoz

3=
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4.3. Példa: Az z,, :=
tart.

ﬁ (n = 1,2,...) sorozat korlatos, konvergens és 0-hoz
Valéban, |z,| < 1 teljesiil minden n € N-re; tovdbba tetszbleges € > 0 mellett
minden olyan N € N szam j6 kiiszobindexnek, melyre N > %.

4.4. Példa: Legyen ¢ € R olyan, hogy |c¢| < 1. Akkor az z,, := ¢" (n =
1,2,...) sorozat korlatos, konvergens és 0-hoz tart.

Valdban, |z,| < 1 teljesiil minden n € N-re; tovabba tetszbleges ¢ > 0 mellett

minden olyan N € N szam j6 kiiszobindexnek, melyre N > llgg‘z‘ .

4.5. Példa: Az z,, :=n (n = 1,2,...) sorozat nem korlatos, ezért divergens.

4.6. Példa: Az z,, := (—1)" (n = 1,2,...) sorozat korldtos és divergens.
Ennek egy részsorozata a (—1, — 1, — 1,...) staciondrius sorozat (ami kon-
vergens).

7 2z

Az alabbi egyszerti llitasokban 6sszefoglaljuk a konvergencia legfontosabb
tulajdonsagait. Figyeljiik meg a bizonyitasok jellegzetes technikait!

4.3. Allitas: . Minden konvergens sorozatnak csak egy hatarértéke van.
Bizonyitds. Indirekt tegytiik fel, hogy az (z,) C R sorozat olyan, hogy z,, — =
és x, — y, ahol & # y. Jelolje ¢ := =¥ Akkor léteznek N; € N és N, € N
kiiszobindexek tgy, hogy |z,, — | < e minden n > N;-re és |z, — y| < e minden
n > Ny-re. Jelolje N a két kiiszobindex koziil a nagyobbikat, akkor minden
n > N-re |z, — z| < €és |z, — y| < ¢, innen:

2e=lz—yl=|r—zp —y+ ] <|r— 20|+ |y — 20| <2

ami nem lehetséges.

4.4. Allitas: . Ha (z,,),(y,) C R olyan konvergens sorozatok, hogy minden
n indexre z,, < y,, akkor lim x,, < lim y,,.

Bizonyitds. Tegytik fel indirekt, hogy « := limx,, > y := limy,. Jelolje € :=
akkor léteznek N; € N és N, € N kiiszobindexek tigy, hogy |z, — z| < e minden
n > Ni-re és |z, — y| < e minden n > Ny-re. Jelolje N a két kiiszobindex koziil a

r—y
2 7
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nagyobbikat, akkor minden n > N-re x — z,, < ¢, azaz x,, > = — ¢, ugyanakkor
Yn — Y < €,azazy, <y + €. Innen:
rT—y T+Yy r—vy

yn<y+e:y+T— 9

=T — €< Ty,

ami ellentmond az z,, < y, (n € N) feltevésnek.
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4.1. Kovetkezmény: . Nemnegativ tagti konvergens sorozatok hatarértéke
is nemnegativ.

Az allitas az el6z6 éllitas specidlis esete, azt az z,, := 0 staciondrius sorozatra
alkalmazva.

4.5. Allitas: (,rendér elv”). Ha (x,,),(yn),(2,) C R olyan sorozatok, hogy
minden n indexre z, < y, < z,, tovdbba (z,)-nek és (z,)-nek kozos
hatarértéke van: lim z,, = lim z,, = x, akkor az (y,,) sorozat sziikségképp
konvergens és hatarértéke ugyanez a kozos érték: limy,, = x.

Bizonyitds. A feltétel miatt z, — 2 < y, —2 < 2, —2. Hamosty, —z > 0
teljestil, akkor |y,, — z| < |z, — 2| ; ha pedig y, — = < 0, akkor |y, — z| < |z, — z|.
Mindenképp igaz tehat, hogy: |y, — z| < |z, — | + |z, — z|. Legyen most
e > 0 tetsz6leges. Ekkor léteznek N; € N és N, € N kiiszobindexek tgy, hogy
|z, — x| < § minden n > Nj-re, és |z, — 2| < § minden n > Ns-re. Jelolje N a

két kiiszobindex koziil a nagyobbikat, akkor minden n > N-re z,, —z < §

EeS

Ty — 2 < §,innen |y, — x| < |2, — a| + |2, — 2| < €, azazy, — w.

4.2. Kovetkezmény: . Ha (z,),(y,) C R olyan sorozatok, hogy minden
n indexre |z,| < y, és y, — 0, akkor az (z,) sorozat is sziikségképp
konvergens és szintén 0-hoz tart.

Mivel —y,, <z, <y, (n € N), és —y,, — 0, ezért az el6z6 allitds alapjan x,, — 0.

Sorozatok hatarértékének kiszamitasat nagyon megkonnyiti, hogy a hatar-
érték a szokadsos miiveletekkel felcserélhetd:

4.6. Allitas: . Tegyiik fel, hogy (z,),(y,) C R konvergens sorozatok, 2, —
x, yn — Y, és legyen c € R tetszbleges szam. Akkor:

(a) (xy, + yn) is konvergens és =, + y, — = + v,

() (xy, — yn) is konvergens és =, — y, — = —y,

(¢) (¢ zy,) is konvergens és ¢ -z, — cx,

(d) (znyn) is konvergens és z,y, — zy,

(e) (z—:) is konvergens és “’;—Z — % (feltéve, hogy y # 0).

Bizonyitds. Példaképpen (d)-t igazoljuk, a tobbit az Olvaséra bizzuk.
[Tnyn — 2yl = |[Tayn — Ty + 20y — 2yl < o] - fyn —yl + [yl - 20 —2].

Amde (z,,) konvergens lévén, korlatos is, igy alkalmas C' > 0 konstans mellett
|znyn — 2y| < C- (Jyn — y| + |zn — z|) . Kovetkezésképp a jobb oldal zérushoz tart,
innen pedig z,y, — zy.
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4.7. Példa: Szamitsuk ki az alabbi sorozat hatarértékét (ha az létezik):

3+ n — Hn?
= N).
=5 jonyonz EN)

Megoldds: Osszuk el a szamlalot és a nevezbt is n’-tel, és alkalmazzuk az el6z6
allitast:

3 1
34+l.5 5

xnzi_&_FQ_)_?’
n2 n

mert £ — 0és 5 — 0.
n n

4.8. Példa: Szamitsuk ki az alabbi sorozat hatarértékét (ha az létezik):
Tp:=vVn+2—+yn (neN).

Megoldds: Szorozzunk és osszunk is (v/n + 2 + y/n)-nel:

B B n.\/n+2+\/ﬁ_ n+2-n 2
R N T Fa Ay ey Wy Y o, S

Innen
2 1

2
n| = S = —F 07
ol = St R S VRV vh

ahonnan z,, — 0 kovetkezik.

4.9. Példa: Szamitsuk ki az aldbbi rekurziv médon megadott sorozat hatar-
értékét (ha az létezik):

3
x1:=0 és xpy1 = = %n —4 (neN).

Megoldds: A feladat most két, jol elkiilonithet6 részre bomlik:

(a) Kiszdmitjuk, hogy ha a sorozat konvergens, akkor mi lehet a hatérérték. Tegyiik
fel tehét, hogy valamely « szdmra z,, — x. Akkor a rekurziv definici6 baloldala
nyilvan szintén z-hez tart, a jobboldal pedig (2 — 4)-hez. A ketts sziikségképp
egyenl6, azaz x = 2z — 4, ahonnan « = —10. Tehat: ha létezik a hatarérték, akkor
az csakis (—10) lehet.

(b) Igazoljuk, hogy a sorozat valéban konvergens. A rekurziv definicié mindkét
oldaldbdl kivonva az el6bb kiszamitott lehetséges hatdrértéket: x,11 + 10 :=
32, 4+ 6 = 2(z, + 10). Ugyanezt az egyenl6séget alkalmazva az egyre kisebb
indexekre:

3 3\? 3\°
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e () - (2)

amivel igazoltuk, hogy a sorozat valéban konvergens, és tjra megkaptuk, hogy a

hatarérték (—10)-zel egyenld.

4.2. Korlatos sorozatok, monoton sorozatok

Mdr lattuk, hogy a konvergens sorozatok sziikségképp korlatosak is. Az al-
litdas megforditdsa nem igaz (egy korlatos sorozat nem feltétlen konvergens),
de mindenesetre van konvergens részsorozata:

4.1. Tétel: (Bolzano-Weierstrass). Ha (z,,) C R korlatos sorozat, akkor
kivélaszthato6 bel6le konvergens részsorozat.

Bizonyitds. Legyen (z,,) C R korlatos sorozat, akkor van oly I, véges hossztisdgu
zart intervallum, hogy (z,) C Iy. Felezziik meg Iy-t, és jelolje I; azt a felét,
amelyik a sorozatnak végtelen sok tagjit tartalmazza (ha mindkét fél ilyen,
valasszuk tetszblegesen az egyiket). Most felezziik meg I;-et, és jeltlje I, azt a
felét I1-nek, amelyik a sorozatnak végtelen sok tagjat tartalmazza, és igy tovabb.
Igy kapunk egy Iy O I; D I» D ... egymésba 4gyazott zart intervallum-sorozatot.
A Cantor-axiéma miatt ezeknek van kozos pontja, jeloljon x egy ilyet. Mindegyik
I}, intervallumban a sorozatnak végtelen sok tagja van: legyenek z,, € I
tetszbleges (kiilonboz) tagok (k € N). Akkor (z,,) részsorozata (x,)-nek, és
(zn,) — x , mert a felezéses konstrukcié miatt

1
o, — ] < [Tkl = o5 - ol =0,

ahol |I| jeloli az I}, intervallum hosszat.

b e e m s e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e mm————— - -

A tétel a konvergens részsorozatok szamdrol és azok hatarértékérd
semmit sem &llit. Lehet, hogy tobb, kiilonb6z6 hatarértékii részsorozat
is kivalaszthato.

Most egy fontos, specidlis sorozattipust vezetiink be:

Monoton sorozat:

Az (x,) C R sorozat monoton novd, ha z1 < z9 < z3 < ..., ill. monoton
fogyd, ha 1 > x9 > x3 > .... A monoton nové és fogyd sorozatokat roviden
monoton sorozatoknak is nevezziik.

Ha a korldtossdg mellett a monotonitdst is feltessziik, akkor ez mar elegen-
d6 a konvergencidhoz. Pontosabban:
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4.2. Tétel: (a monoton sorozatok tétele). Minden monoton nové és feltilr6l
korlatos sorozat konvergens is. Hasonléan, minden monoton fogy6 és
alulrél korlatos sorozat konvergens is.

Bizonyitds. Legyen az (x,) C R sorozat monoton novd (a masik eset hasonl6
modon kezelhets). Jelolje © := sup{zi,z2,...}. Megmutatjuk, hogy =, — z.
Egyrészt nyilvan z; < x5 < z3 < ... < , (mert x felsd korlat), masrészt tetsz6leges
e > 0-hoz van oly N index, hogy xnx > x — € (mert x a legkisebb fels6 korlat, igy
x — e mar nem felsé korlatja a sorozatnak). Kihasznédlva a monotonitast, minden
n > N index mellett x, > = — € is igaz. Ez az egyenl6tlenség az el6z6 =, < €
egyenlGtlenséggel egytitt azt jelenti, hogy |z, — x| < e teljestil minden n > N-re.
Tehét valoban, z,, — x.

A tétel csak a konvergencia tényét mondja ki. Az, hogy a hatarértéket
hogyan lehet kiszdmitani, egészen mas (és rendszerint sokkal nehezebb)
probléma.

4.10. Példa: Tekintsiik az

21:=0, Tpy1:=V2+ax, (M=12..)
rekurziv sorozatot. Ennek tagjai: 0, V2,124 V2, \/2+42+ V2,..., ahon-

nan vildgos, hogy a sorozat monoton nové. Kiszamitva az els6 néhany
tagot, sejthets, hogy z, < 2 teljesiil minden n-re. Ez valéban igy is van,
ezt teljes indukcidval igazoljuk. Az allitds n = 1-re nyilvan igaz. Tegyiik
fel, hogy valamely n > 1 indexre igaz, és vizsgéljuk az allitast (n + 1)-re:
Tnt1 = V2 + 1z, < V242 = 2, tehat allitas (n + 1)-re is igaz, ennélfog-
va valamennyi n indexre igaz. A sorozat tehdt monoton nov és feliilrsl
korlatos, igy konvergens is. A rekurziv sorozat hatarértékét ezek utan
konnyen kiszdmithatjuk: jelolje = := lim z,,, akkor a rekurziv definiciébodl
z2 =2+ z, adodik. A baloldal z*-hez, a jobboldal (2 + z)-hez tart, igy
az z hatdrérték megoldésa az 22 = 2 + z masodfoku egyenletnek, azaz
x = 2 (az egyenlet mésik gyoke negativ, ami nem johet szamitdsba, 1évén a
sorozat tagjai pozitivak).

A gyakorlatban sokszor el6fordul a divergens sorozatok egy specidlis osz-
talya, melyre ezért kiilon elnevezést vezetiink be:
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Végtelenbe tarté sorozat:

Azt mondjuk, hogy az (z,,) C R sorozat a (+00)-hez tart (ill. a (—o0)-
hez tart), ha minden C' > 0 szdmhoz van oly N € N kiiszobindex, hogy
minden n > N index esetén x,, > C (ill. z,, < —C). Ezt a tényt igy jeloljiik:
xn — +00, vagy lim z,, = 400 (ill. z, — —o0, vagy lim z,, = —00).

Szemléletesen: egy sorozat a (+00)-hez tart, ha barmely (nagy) C' > 0 korlat
esetén a sorozat majdnem minden tagja meghaladja ezt a korlatot.

Nyilvanvald, hogy egy (400)-hez tarté sorozat minden részsorozata
is (+00)-hez tart. Az is konnyen lathat6, hogy ha egy monoton novo
sorozatnak van (4o00)-hez tart6 részsorozata, akkor maga a sorozat is (4o00)-
hez tart. Végiil, a definicié azonnali kovetkezménye, hogy ha z,, — 400 és
(yn) C R olyan sorozat, hogy z,, < y, teljestil minden n indexre, akkor a
,hagyobb” sorozat szintén (+o00)-hez tart: y, — +oo.

Hangstlyozzuk, hogy a hasonlo jelolés ellenére a (+00)-hez ill. (—o0)-
hez tart6 sorozatok nem konvergensek!

4.11. Példa: Az z,, :== n (n = 1,2,...) sorozat (4o00)-hez tart. (Ez nyilvanva-
16.)

7 2

4.12. Példa: Az x,, := 2" (n = 1,2,...) sorozat (+00)-hez tart (mert az el6z6
sorozat egy részsorozata).

4.13.Példa: Az z,, := /n (n = 1,2,...) sorozat (+00)-hez tart (mert monoton
nd, és van (+o0)-hez tarté részsorozata: a v/1,v/4,1/9,..., azaz az 1,2,3,...
részsorozat egy ilyen részsorozat).

A végtelenbe tart6 sorozatok és a zérussorozatok szoros kapcsolatban all-
nak, pontosabban:

1

4.7. Allitas: . Ha z,, — +00 vagy x, — —oo, akkor az (E) reciprok sorozat

zérussorozat.

Bizonyitds. Csak az x,, — +oo esetet igazoljuk, a mésik eset hasonléan bizonyitha-
t6. Legyen € > 0 tetsz&leges, akkor az 1/¢ szdmhoz van oly N € N kiiszobindex,
hogy minden n > N-re z,, > 1. Innen minden n > N-re ‘a%‘ = L < ¢ tehat
1

Tn

— 0.
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Az 4llitds megforditdsa nem igaz: zérussorozatok reciprokai nem feltételen
tartanak (+o00)-hez vagy (—oo)-hez. Ellenpélda: z,, := # (n € N), akkor
x, — 0,de ﬁ nem tart sem (+00)-hez, sem (—o0)-hez, hiszen az egymast
kovetd tagok eljelei valtakoznak.

4.3. Cauchy-sorozatok

A konvergencia definicidjdnak gyakorlati alkalmazasat sokszor nehézzé
teszi, hogy a definici6 tartalmazza magat a hatarértéket is. Ha egy soro-
zatrdl csak azt szeretnénk eldonteni, hogy konvergens-e, a definici6 alkal-
mazdasahoz meg kell ,sejteni” a hatarértéket is, ami nem mindig egyszerfi.
A kovetkez6 fogalom éppen ezt teszi lehetévé: konvergenciavizsgdlatot a
hatarérték el6zetes ismerete nélkiil.

Cauchy-sorozat:

Az (z,,) C R sorozat Cauchy-sorozat, ha minden e > 0 szdmhoz van olyan
N € N kiiszobindex, hogy minden n,m > N indexre |z, — x,,| < € teljesiil.

Szemléletesen: egy sorozat Cauchy-sorozat, ha barmely (kicsi) € > 0 szdm
esetén a sorozat majdnem minden tagja egymashoz e-nél kozelebb van.
A Cauchy-tulajdonsagbdl a korlatossag konnyen kovetkezik:

4.8. Allitas: . Minden Cauchy-sorozat korlatos.

Bizonyitds. Legyen (z,) C R Cauchy-sorozat. Ekkor specidlisan az € := 1 szdmhoz
is van oly N kiiszobindex, hogy minden n,m > N-re |z, — x| < 1. Azm = N
véalasztassal:

|Zn| = |2n —2n +on| <|zp —2n|+ 2y <1+ |zy]|=1+C (n €N),

ahol C jeloli az |z x| szamot. Tehdt a sorozat tagjainak abszolut értéke véges sok
kivétellel (az els6 N tag kivételével) egy kozos szdm (C + 1) alatt maradnak, azaz
lefedhet6k egy véges intervallummal. Az elsé N tag ugyancsak lefedhet6 egy
masik véges intervallummal, igy tehat a sorozat valéban korlatos.

A konvergencidbdl a Cauchy-tulajdonsag szintén egyszertien adédik.

4.9. Allitas: . Minden konvergens sorozat Cauchy-sorozat.

Bizonyitds. Tegytik fel, hogy x,, — x, és legyen € > 0 tetsz6leges. Akkor ¢/2-hoz
is van oly N kiiszobindex, hogy [z, — z| < §, han > N. Legyenek n,m > N
tetsz6legesek. Akkor

€

€
|xnfxm|:|xnfx+xfxm|§\zn—:z:|+|o:—:1:m|§5+ =,

[\
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tehat (x,,) valéban Cauchy-sorozat.

Meglep6 médon az allitds megfordithatd, tehat a Cauchy-tulajdonsag ekvi-
valens a konvergencidval. Ez azonban méar egyéltaldn nem nyilvanval6.

4.3. Tétel: . Minden Cauchy-sorozat konvergens.

Bizonyitds. Legyen (x,) C R Cauchy-sorozat, akkor korlétos is, igy (a Bolzano—
Weierstrass-tétel miatt) kivdlaszthaté belSle konvergens (z,,) részsorozat.
Jelolje  := limz,,. Megmutatjuk, hogy az eredeti (x,,) sorozat is z-hez tart.
Legyen € > 0 tetsz6leges, akkor €/2-h6z van oly N kiiszobindex, hogy minden
n,m > N-re |z, — &p| < €/2 (mert (x,) Cauchy-sorozat), tovabba van oly M
kiiszobindex is, hogy minden k > M-re |z, — z| < ¢/2 (mert z,, — x ). Jelolje L
e két kiiszobindex koziil a nagyobbikat. Mivel nyilvan ny, > k, azért

€
|Tn — 2| = |20 — Ty, +xnk_$|§|xn_$nk|+|xnk_x‘§§+ =¢

N

Ez teljesiil minden n > L esetén, tehét valéban, z,, — =.

Bar a bizonyitds technikdja az el6z6kénél nem nehezebb, a tétel alli-
tdsa sokkal mélyebb: a bizonyitdsbodl kideriil, hogy a tétel a Bolzano—
Weierstrass-tételen mulik, az pedig, mint mdr lattuk, a Cantor-axiéman.
Mindegyik tétel tehat a val6s szdmokat alapveten jellemz6 ,hézagmen-
tesség” folyomanya.

4.4. Specialis hatarértékek

A kés6bbiekben sziikségiink lesz az aldbbi hatarértékekre, de a példak
onmagukban is érdekesek.

4.14. Példa: Tetsz6leges a > 0 valés szam esetén z,, := {/a — 1 (n — +00).

Bizonyitds. Ha a > 1, a Bernoulli-egyenl6tlenséget hasznélhatjuk:
a=(Va)" =1+ Ya-1)">1+n(Va-1)

Innen0 < ¢a—1< aT_l — 0,1igy a ,rend6r-elv” miatt {/a — 1 — 0, azaz {/a — 1.

Ha pedig 0 < a < 1,akkor ; > 1,igy {/; = = — 1, ahonnan az allitds mar

kovetkezik.
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4.15. Példa: z,, :== {/n — 1 (n — +0).

Bizonyitds. Jeldlje y,, := x,, — 1. Elég azt igazolni, hogy ¥, — 0. A binomidlis tétel

szerint:
n n n
n=1+y,)" =1+ (1>yn - (Q)yi + (S)yi + ot Yn-

Mivel y,, > 0, azért a jobb oldal minden tagja nemnegativ, igy az 0sszeg csak
csokkenhet, ha bel6le tagokat hagyunk el. Elhagyva a harmadik tag kivételével az

Osszes tagot, kapjuk, hogy:
wx (p)e =",

2 2
ahonnan y, < ,/-2; < \/% — 0, ezért y,, — 0.

4.16. Példa: z,, := V/n! — 400 (n — +00).
Bizonyitds. A sorozat monoton nov6, mert

<~””n+1>”+1 (4 1) n+1 <(n+1)n>1/n

T, (nl)”%l C(nh)Y/n n!

>1

- )

n+1 n+1 n+1\Y"
. S

ezért % > 1, azaz x,41 > ¥, is igaz. Tekintsiik a sorozat 2n-edik tagjat, és
csokkentstik a kifejezés értékét azaltal, hogy az 1,2,...,n szamok helyébe 1-et, az
(n+1),(n+ 2),...,2n szdmok helyébe pedig n-et frunk:

Ton=(1-2-.-n-(n+1)-..-20)/">1-1-...-1-n-....n)/*" =
= (n™)Y?" = \/n — 4o0.

Az (z,) sorozat tehdt monoton novd, és van a (400)-hez tartéd részsorozata, igy
maga is a (+00)-hez tart.

4.17. Példa: Az x,, := (1 + %)n (n € N) sorozat konvergens.

Bizonyitds. A sorozat monoton ndvd, mert a szdmtani-mértani kozép egyenl6tlenség

miatt: . ) )
xn_1-<1+)-<1+>-...-<1+> <
n n n

(1D D+ (14 D) "
- n+1
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1+n+1 n+1 1+ 1 n+1
= —_— = =Ty .
n+1 n+1 +

A sorozat ugyanakkor feliilrdl korldtos is, mert ugyancsak a szdmtani-mértani kozép
egyenl6tlenség alapjan:

41} 1+l . 1Jrl 1Jrl <
2 2 n n n

Ty =
B R (- R (R RS () A
a n+2

n+1
:4.<1—i_,n—|_1> :4.
n+2

Kovetkezésképp a sorozat konvergens is.

Jelolés: A fenti sorozat hatarértéke az analizisben igen fontos, ezért kiilon
jelolést vezetiink be rd, és a tovabbiakban e-vel jeloljtik.

A fenti sorozattal kapcsolatos a kovetkez paradoxon. Mivel (z,,) csupa
(1 + %) tényez0k szorzata, azt gondolhatnank, hogy =, — 1, hiszen mind-
egyik tényezo6 nyilvdnvaldan 1-hez tart. A hiba a gondolatmenetben ott van,
hogy rosszul alkalmaztuk a hatarértékekre vonatkozo alaposszefiiggéseket.
Ezekbdl ui. csak az kovetkezik, hogy tetsz6leges, de rogzitett szdmii sorozat
szorzatdnak hatarértéke megegyezik a hatarértékek szorzataval. Jelen
esetben pedig a tényez6k szdma is n fliggvénye.

n

4.18. Példa: Az x,, := (1 — l)n (n € N) sorozat konvergens.

Bizonyitds. Tekintsiik a reciprok sorozatot:

1 1 n+1\""" 1 1\"
= el =\1+—-)-(1+=-) —¢
Tnt1 (17 1) n n n

n+1

innen z,, — 1 mér kovetkezik.
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4.5. Konvergenciasebességek 6sszehasonlitasa

Az alabbi fogalom nagyon szemléletes, és sokat segithet konkrét sorozatok
hatarértékeinek kiszamitdsaban.

Elnevezés: Azt mondjuk, hogy az (a,) C R sorozat gyorsabban tart a
(+00)-hez, mint a (b,) C R sorozat, ha mindketten a (+00)-hez tartanak,
de Z—” — 0.

Az els6 két példa nyilvanvald, ezért ezeket nem bizonyitjuk.

4.19. Példa: Ha a > b > 1, akkor a™ gyorsabban tart a (+00)-hez, mint b".
4.20. Példa: Ha a > 3 > 0, akkor n® gyorsabban tart a (+0c)-hez, mint n”.

4.10. Allitas: . Minden a > 1, @ > 0 esetén a” gyorsabban tart a (+00)-hez,
mint n®.
Bizonyitds. Legyen k tetszbleges egész, melyre k > «. Akkor

ahol b := a'/?F < 1. A tort nevezgjét a Bernoulli-egyenl6tlenséggel csokkethhetjiik,
innen: ok
o i\ 7 .
_— = _— — U.
L+mn(b—1) Ly-1)

4.11. Allitas: . Minden a > 1 esetén n! gyorsabban tart a (4-00)-hez, mint
a”.

Bizonyitds. Jelolje x,, := % Igazolni kell, hogy x,, — 0. Nyilvan

33

3

3

|
IN

a

a
zl/m = -0
Y
n!

(mert V/n! — +00). Legyen € := 1. Mivel az (m}/ ") sorozat konvergens, ehhez van

oly N kiiszobindex, hogy az ezt meghaladé n indexekre:

1
0< 1/7L< =,
Z,, B)

1

5w — 0, azaz valéban, z,, — 0.

innen pedig 0 < z,, <
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4.6. Feladatok

2 1

1. Igazoljuk, hogy az z¢ := 0, zp41 = —x; — i

moédon definiélt sorozat monoton fogy.

(n = 0,1,2,...) rekurziv

2. Mutassuk meg, hogy a kovetkezd sorozat (+00)-hez tart:

2

ap = <1+712>n (n € N).

3. Mutassuk meg, hogy a kovetkez sorozat 1-hez tart:

ap = (1 + 732)” (n € N).

4. Konvergensek-e a kovetkezé sorozatok, és ha igen, akkor mi a hatérérté-
kiik?
(a)

(n+1)2n+1)(3n+1)

W= ) Dent 1y T L)

®) 2 3 2
n“+2n n°+3n

= — =1.2,...

n n+3 n?—2 (n=12..),

()

Oy i= ;Z;j; (n=12,..),
(@ i
Ay 1= p _An (n— 1,2, )7
“ (14 2n2)?
ap = (1—1—7323)2 (n=12,..).

5. Konvergens-e az alabbi sorozat, és ha igen, akkor mi a hatarértéke?

an

ap =0, apy1:=—1000+ 1001

(n=012,.)

6. Igazoljuk, hogy a kovetkez6 rekurziv sorozatok nem konvergensek.

(a) . .
r1:=1, xpy1:= 5%n = - (n=1,.2,...),
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(b)

1 1
a1 =2, Gpy1:i= 5 (an - a> (n=1.2,..).
n

100

7. A torpék matematikat tanulnak. Kuka épp az a, :=
bajlédik. Azt mondja magédban: ,,Nézziik csak, hogy is Vlselkedhet eza
sorozat... szamoljunk egy kcsit... a; = 100; az = 5000; az = 166666.6... Ggy
tlinik, hogy ez a sorozat n6, méghozza j6 gyorsan. Tudor! A monoton
sorozat az ugye konvergens is?” , Te anyaszomoritd, hat még mindig nem
tudod? Ha korlétos, akkor biztosan, egyébként akdrmi is lehet.” ,Na és ha
monoton nd, és nem korlatos?” ,Nohat ekkor mondjuk, hogy a (400)-hez
tart.” ,,Akkor megvan! a,, — +00.”

Morgd6 kézbemorog ,,Kuka te mar megint nem figyeltél az el6adédson.
Ott elmondték, hogy a Z; sorozat 0-hoz tart.” Kuka ranéz: ,De ez nem az a
sorozat, és azt is mondtak hogy 100" gyorsabban tart a (+00)-hez, mint a
2". Ugyhogy te itt csak ne szovegelj.”

Segitsiink Kukanak! Hol hib4zott? Mi a helyzet hat ezzel a sorozattal?
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Megolddsok

1. Ugyanis

1 1\?2
2
xn+1—xn:—xn—mn—4:—<xn+2) < 0.

2. Felhasznaljuk, hogy (1 + %)n (n € N) monoton nové és ezért minden n

. 1\"
indexre (1 + 5) > 2. Innen

2

1 n
<1—|—> > 2" — 400,
n

és ezért )

1 n
(1 + ) — 400.
n
3. Felhasznaljuk, hogy (1 + %)n — ¢, méghozzd monoton névé moédon.
Ezért

1\" 1\
1§<1+2> :"<1+2> < /e — 1.
n n

Kovetkezésképp a kozrefogott (1 + #)n (n € N) sorozat is 1-hez tart.
4. (a)

D@ )Barn (1) (242

)
T Un T D)Gn+ 1)(6n + 1) (4+ %) (5 + l>

(b)

n2+2n  n®+ 3n?

n+3  n2_2

_n4—|—2n3—2n2—4n—n4—3n3—3n3—9n2
n3+3n2—-2n—6

Ap =

2 1 4
:—4n3—11n —4n: —437 ?27 ?6 4
3 2 _ _ '
n° + 3n 2n—6 I+5—-—5%—%
(c)
2"% 42 2"+2 j+a 1
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(d) ,
nd+4n 41
S opd—4n 2

(€).

(1+2n2)® 14 6n*+ 12n* 4 8n° %4— —|— 2+38

(143n3)2 14 6n3 + 9nb B I + +9

B 8
an = — 5
5. Mindenekel6tt kiszamitjuk, hogy ha a sorozat egyéltaldn konvergens, ak-
kor mi lehet a hatdrértéke. Jelolje a := lim a,,, akkor a rekurziv definiciébol:
a = —1000 + 15517, azaz a = —1001.

Most megmutatjuk, hogy a sorozat valoban konvergens (egyuttal Gjra
megmutatva, hogy (—1001)-hez tart):

1
1001 1001

an

- (an_1 + 1001).

A jobb oldalt kifejezhetjiik a még eggyel korabbi taggal, és igy tovabb:

an + 1001 = (an_z + 1001) = - (ag + 1001) =

1
10012 10017
1001

-
1001™

6. (a) Ha a sorozat konvergens volna és hatarértéke valamilyen z (valds!)

, 12 £ P 1 3 P
szam lenne, akkor sziikségképp fennallna az x = 5r — - egyenl6ség, ahon-

nan: 12? = —3 kovetkezne, ami pedig nem lehetséges (a bal oldal pozitiv, a
jobb oldal viszont negativ).

(b) Ha a sorozat konvergens volna és hatarértéke valamilyen a (valés!) szdm

lenne, akkor sziikségképp fennéllna az a = 3 (a - %) egyenléség. Ennek

az egyenletnek viszont nincs valds megoldasa

7. Kukénak nem volt igaza. Abbél, hogy a 2} sorozat 0-hoz tart, ugyan-
akkor 100" gyorsabban tart a (+00)-hez, mmt a 2", még nem kovetkezik,
hogy a 19" sorozat a (+00)-hez tartana. A sorozat elsé néhany tagja vals-
ban gyorsan nd, de aztdn nagyobb indexekre a sorozat csokkenni kezd, és
hatarértéke 0. A feladat tanulsaga, hogy bér a sorozat els6¢ néhany tagjanak
viselkedésébdl sokszor megsejthets az egész sorozat viselkedése, ez nem
mindig van igy, és a kapott sejtést mindig ellenérizni kell!
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5. Végtelen sorok

Ebben a részben specidlis sorozatokrol lesz sz6, amelyek azonban szdmos
teriileten annyira fontosak, hogy a sorozatok dltaldnos elméletétél elkiilo-
nitve targyaljuk. Eloljaroban kiemeljiik, hogy a sorok bevezetése végtelen
tagszdmii 0sszeg pontos definidldsat jelenti. Latni fogjuk, hogy a véges
Osszegek jol ismert tulajdonsagai itt mar nem mindig igazak.

A targyalast a val6s szamok korében végezziik, de megemlitjiik, hogy
komplex tagti sorok bevezetése is nehézség nélkiil, a valéshoz hasonléan
torténhet.

5.1. Végtelen sorok, konvergenciajuk

Sor konvergencidja:
Legyen (a,) C R egy tetsz6leges sorozat. Tekintsiik az ebb6l képezett

Spi=ar+ax+..+a, (neN)

(rovid jeloléssel: S,, := Z ay, ) Gj sorozatot (a részletdsszegek sorozatat). Ha

az (S,) sorozat konvergens, akkor azt mondjuk, hogy a
D a
|

végtelen sornak van dsszege, vagy konvergens. (.S,,) hatarértékét pedig a Z ay
végtelen sor dsszegének nevezziik. Ha (S,,) — +oo (vagy (S,) — oo)

akkor azt mondjuk, hogy a sor dsszege +oo (ill. —c0). Ennek jele: Z ap =
k

“+oo (ill. § ap = —0).
k=1

A Z ay, végtelen sort a szemléletesség kedvéért sokszor igy is irjuk:
=

ar + ag + a3 + .... Konkrét sorok esetén azonban mindig vilagos kell,
hogy legyen, hogy a ki nem {irt tagok pontosan mivel egyenlk.
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Nem kotelezd a tagok indexét 1-t6l inditani: sokszor célszerti 0-t6],
vagy akdr egy 1-nél nagyobb pozitiv szdmtél. Ez a sor konvergencidjanak
fogalman nem valtoztat. Vilagos az is, hogy ha a sor tagjai koziil véges sokat
megvaltoztatunk, ez a sor konvergencidjanak tényét nem befolyésolja, a sor
Osszegét természetesen igen.

5.1. Példa: Tetszbleges ¢ € R szadm esetén, amelyre |¢| < 1,a

o
Y =149+ ++.
k=0

un. végtelen mértani sor konvergens, 0sszege pedig ﬁ.

Bizonyitds.
Sn = 1+q+q2+q3++q"
Ez a soktagu 0sszeg zért alakra hozhat6, mert
(1= =1+q+a" +*+ . +¢"— g+ + ¢+ + "+ =1-¢"",
ahonnan
1— qn-i-l 1 qn 1
= —_ q . —_ .
1—g¢q 1—g¢q 1—gq 1—gq

S, =

Nem konvergens sorokra a legegyszertibb példaad ;2 ;1 =1+1+1+...
sor, melynek 0sszege nyilvan +oc.

Tovébbi példak.

5.2. Példa: A
i I S S S
o k(k+1) 1.2 2.3 3-4

sor konvergens, osszege 1.

Bizonyitds.
S_L—I—L—FL—F + 1
1.2 2.3 3.4 nin+1)
EVERE AU A NS ST A NS S N O
S\l 2 2 3 3 4) 7 \n n+1)
1
=1- — 1
n+1
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5.3. Példa: A
> 1 1 1 1
=1

sor (hiperharmonikus sor) konvergens.

Bizonyitds. Az (S,,) részletdsszeg-sorozat nyilvan monoton nov6 (csupa pozitiv
szamokat adunk 6ssze), és feliilr6l korlatos, mert:

1 1

+1<1+1
1172 ' -

1
n-n 1-2 2.

NN

Kovetkezésképp (.5,,) konvergens is.

1 1
- 4+ =

o = * (n—Dn

+

4
1
) 1+1—7<2
n

Amint az az bizonyitdsabol kideriil, a fenti sor konvergencidjanak ténye
nagyon egyszertien igazolhat6. Sokkal nehezebb feladat a sorosszeg kisza-
mitasa. (Erdekességképpen megemlitjiik, hogy a fenti hiperharmonikus
sor osszege 72 /6.) Altalaban is igaz, hogy sokszor egészen mas eszkozoket
igényel a konvergencia meglétének vizsgélata, mint a sordsszeg kiszamita-
sa. Vizsgdlatainkat az el6bbi problémakorre korldtozzuk. Az olyan jellegti
tételeket, melyek segitségével a sor konvergencidja (vagy divergencidja)
igazolhatd, konvergenciakritériumoknak nevezziik.

5.2. Konvergenciakritériumok

Sorozatokra a Cauchy-tulajdonsag ekvivalens a konvergencidval. Ennek a
ténynek specidlisan egy sor részletosszegeire valé dtfogalmazasa azonnal
egy konvergenciakritériumot eredményez a sorokra vonatkozoéan.

P o0
5.1. Allitas: (Cauchy-kritérium sorokra). A 3 aj végtelen sor pontosan
k=1
akkor konvergens, ha minden € > 0 szémhoz van oly IV € N kiiszobindex,
Z ar

hogy minden m > n > N indexekre a < e egyenl6tlenség teljestil.

5.4. Példa: A
SoL_f,i 1
—~k 1 2 3

sor (harmonikus sor) divergens, 0sszege (+00).
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Bizonyitds. Azt mutatjuk meg, hogy a sor nem teljesiti a Cauchy-kritériumot.
Val6ban, pl. € := i-re nem létezik a kivant tulajdonségt kiiszobindex, mert
tetsz6leges n € N és m := 2n indexek mellett:

m
D a

k=n

_1+ 1 . +1>1+1+ +1_n+1>1
“n o n+1 7 on on  2n 7 2n 2n 2’

A Cauchy-kritériumbdl azonnal kévetkezik a sorok konvergencidjanak egy
egyszerti sziikséges feltétele.

o0

5.1. Kovetkezmény: . Ha a }_ a; sor konvergens, akkor a sor tagjainak
k=1

sorozata sziikségképp zérussorozat, azaz a,, — 0.

Bizonyitds. A Cauchy-kritériumban szerepld m indexet specidlisan m := n-nek
vélasztva kapjuk, hogy minden ¢ > 0 szdmhoz van oly IV € N kiiszobindex, hogy

n

> ak

k=n

minden n > N indexre

< €, azaz |ay| < € teljestil, ezért valéban, a,, — 0.

A fenti kovetkezmény egy hasznos atfogalmazasa: ha a sor tagjai nem
o
alkotnak zérussorozatot, azaz a,, — 0 nem teljesiil, akkor a ) aj sor

biztosan divergens.

A fenti kovetkezmény megforditdsa nem igaz. Abbdl, hogy a,, — 0, még
o0

nem kovetkezik a }_ aj sor konvergencidja. Ez a helyzet pl. a harmonikus
k=1
sor esetében is. Bizonyos specidlis esetben, tovébbi feltételek mellett ez

mégis igaz.

5.2. Kovetkezmény: . Legyen (a,) nemnegativ tagi, monoton fogyé zérus-
sorozat: a1 > as > a3 > ... > 0,a, — 0. Akkor az

a) —ag+a3 —ag+a5— ...

vdltakozo elGjelii sor (vagy Leibniz-sor) konvergens.

Bizonyitds. A Cauchy-tulajdonsdgot fogjuk igazolni. Az n-edik részletdsszeg:
Sp =a1 —az+as —as+as — ... £ a,. Legyen € > 0 tetszbleges, akkor a,, — 0
miatt van oly N index, hogy ay < €. Legyen n > N teszbleges, akkor

‘S’n—i—l - Sn| =apt+1 < an <€

|Sn+2 - Sn| = |an+l - an+1| < Ap41 <ay <g,
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|Sn+3 - Sn| = |an+3 — Anp42 + a71,+1| S Anp+1 S an < €,

és igy tovéabb. Igy minden m > n > N esetén
|Sm - Sn' S Apn+41 S an < €.

A részletosszegek sorozata tehat Cauchy-sorozat, ezért a sor konvergens.

5.5.Példa: Az1—  + § —  + ... sor konvergens.

Harom, a gyakorlatban jol hasznalhaté konvergenciakritérium kovetkezik.

o0
5.1. Tétel: (majordns kritérium). Haa ) a; sorhoz van olyan konvergens
k=1

%O: by, sor, hogy |ax| < by, teljestil minden k indexre (majordns sor), akkor az
=1

<

o0
> ap| <

k=1

(&S]
eredeti ) ay sor is konvergens, és a sordsszegre teljesiil, hogy
k=1

o0
S by
k=1

Bizonyitds. A Cauchy-kritériumot fogjuk hasznélni. Legyen ¢ > 0 tetsz&leges.

o0
Mivel > by, konvergens, azért e-hoz van oly N € N kiiszobindex, hogy minden
k=1

m > n > N indexekre Y by < e teljesil. Innen, haszndlva az |a;| < by
k=n

egyenl6tlenségeket, kapjuk, hogy:

m m m
Zak < Z|ak\ < Zbk <,
k=n k=n k=n

o0
tehat az eredeti ) ay sor is kielégiti a Cauchy-kritériumot, ezért konvergens. A
k=1
sor részletosszegeit pedig a kovetkez&képp becsiilhetjiik:

n n n 0o
D | <D lanl <D b b
k=1 k=1 k=1 k=1

|Sn| =

o0

mert a nemnegativ tagii ) b, majorans sor részletosszegeinek sorozata nyilvan
k=1

monoton nové. Kaptuk, hogy

|Sn‘ < Z bka
k=1
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innen a bal oldalon n — o0 esetben is:

Zak § Zbk
k=1

k=1

A majorans kritérium lényege, hogy ha az eredeti sor tagjait kicseréljiik
abszolut értékiiknél nem kisebb pozitiv szdmokra tgy, hogy a médositott
sorrdl (a majorans sorrol) sikertil kimutatni a konvergenciat, akkor ez az
eredeti sorra nézve is biztositja a konvergenciat. Természetesen arra torek-
sziink, hogy a majordns sor minél egyszer{ibb (ill. mér ismert konvergens
sor) legyen.

5.6. Példa: A
> 1 1 1 1

o ke 1e 2 3
sor minden o > 2 (nem feltétlen egész!) szam esetén konvergens.

o0
. s . 1 . . . 1. ,
Bizonyitds. A sort ui. a konvergens 1; 72 hiperharmonikus sor majordlja, igy
maga is konvergens.

Abszoliit konvergencia:

o0
Az Y ay, sort abszoliit konvergensnek nevezziik, ha a tagok abszolut értékei-
k=1

o0
b6l képzett Y |ax| sor konvergens.
k=1

Nem nyilvanval6, hogy egy abszolit konvergens sor konvergens is, de a
majorans kritériumbdl ez mér egyszertien kovetkezik.

5.3. Kovetkezmény: . Minden abszolat konvergens sor konvergens is.

o0
Bizonyitds. Ha ui. ) a, abszolut konvergens, akkor )" |ai| egy konvergens
k=1 k=1

o0
majordns sora, igy az eredeti ) ay;, sor is konvergens.
k=1

5.4. Kovetkezmény: . Ha egy sornak létezik konvergens majorans sora,
akkor az eredeti sor abszolut konvergens (nemcsak konvergens).
Bizonyitds. A majorans kritérium ui. egyidejtileg az abszolut értékekbdl képezett
sorra is fenndll.
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Megjegyezziik, hogy az egyik el6z6 példaban szerepld Leibniz-tipust
sor konvergens, de nem abszolut konvergens, ui. a tagok abszolut értékei
altal alkotott sor a divergens harmonikus sor. Erdekességképp megjegyez-
ziik még, hogy konvergens, de nem abszoltt konvergens sorok esetében
a végtelen tagu 0sszeg, meglepd médon, mar nem asszociativ. A tagok
alkalmas cseréjével elérhetd, hogy a kapott sor 9sszege mds és mds legyen,
s6t az is, hogy az atrendezett sor egyéltalan ne legyen konvergens. Ez is
mutatja, hogy a végtelen tagi Osszegekre a véges 0sszegekre jol ismert
miiveleti azonossagok mar nem feltétlen teljesiilnek. Ez a fajta anomaélia
abszolut konvergens sorok esetén nincs, azok tetszblegesen atrendezhetdk,
és az atrendezett sor tovabbra is abszoltt konvergens marad, a sordsszeg
pedig nem viéltozik.

5.2. Tétel: (hanyadoskritérium). Legyen § ay, egy végtelen sor. Ha van
k=0

olyan 0 < ¢ < 1 szam, hogy minden n indexre < ¢, akkor a sor

An41
an

abszolut konvergens, kovetkezésképp konvergens is.

Bizonyitds. Az

2t < g feltételt ismételten alkalmazva a megel6z6 indexekre is:

An+1
n

‘an| S q- ‘an—1| S q2 : ‘an—2| S S qn : ‘Clo|.

(oo}
Kaptuk, hogy a sort a konvergens |ag| - > ¢* mértani sor majorélja, igy maga is
k=0
abszolut konvergens.

5.3. Tétel: (gyokkritérium). Legyen ioj ay, egy végtelen sor. Ha van olyan
k=0

0 < ¢ < 1 szdm, hogy minden n indexre {/|a,| < ¢, akkor a sor abszoltt
konvergens, kovetkezésképp konvergens is.
L &3]
Bizonyitds. Az {/]a,| < g feltételbdl: |a,| < ¢". Igy a sort a konvergens |ag|- Y ¢*
k=0

mértani sor majoralja, ezért maga is abszoltt konvergens.

5.7. Példa: A
o0
s F
k
k=0 3
sor abszolut konvergens.
Bizonyitds. A hanyadoskritériumot alkalmazva:
Qp41
an

_n—|—1 3”<1.n—|—1

Togntl T, T3 n

<

[SCRN V)

Y
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tehat a sor valéban abszoltt konvergens.
A gyokkritériumot is alkalmazhatjuk:

v ‘an‘ =

A Bernoulli-egyenl6tlenségb6l: 2" = (1 +1)" > 1 + n > n, innen pedig

n/|an| S n2n —g

3 3

15

w

ﬁ

amibdl szintén kovetkezik a sor abszoltt konvergencigja.

Mivel a sor konvergencidjanak ténye nem véltozik, ha a sor véges sok
tagjat megvéltoztatjuk, vildgos, hogy a hdnyados-, ill. a gyokkritérium-
ban szerepl6 egyenl6tlenségeket nem kell valéjadban minden n indexre
megkovetelni. Elég, ha ezek csak valamilyen N € N kiiszobindexet
meghalad6 indexekre teljesiilnek. Ez a feltétel tovabb gyengithets. Ha

(ill. a {/|an|) sorozat maga is konvergens, és hatdrérté-
ke 1-nél kisebb, akkor véges sok kivétellel teljesiil pl. az
An+1

) <1
a'rl,

mn 1 3 n

{lan| < > 1+1lim {/|a,| ) <1

egyenl6tlenség, ami mér elegendd a sor abszolat konvergencidjahoz.

torténetesen a

An41
an,

Gn+41

1
<2<1+lim

a"fL

(ill. az

Ezt az észrevételt kiilon allitdsban is megfogalmazzuk.

5.2. Allitas: . Legyen . aj egy végtelen sor.
k=0

(a) Ha az sorozat konvergens, és lim | “2+L
n

konvergens, kovetkezésképp konvergens is.
(b) Ha az {/|a,| sorozat konvergens, és lim {/|a,| < 1, akkor a sor abszolut
konvergens, kovetkezésképp konvergens is.

a’;% < 1, akkor a sor abszoltt

Ha valamelyik széban forg6 hatarérték épp 1-gyel egyenld, akkor a kon-
vergencia azzal a kritériummal nem donthetd el. Pl. a harmonikus sor
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an+l

és a hiperharmonikus sor esetén is és {/|ay| is egyarant 1-hez tarta-
nak, ugyanakkor a harmonikus sor dlvergens, mig a hiperharmonikus sor
konvergens.

Gyakori hiba a hanyados- és gyokkritérium alkalmazasakor, hogy csak

“erll < il {/]an] < 1 teljestil-e, és ha igen, ebb6l
il il a

{an| szam egy 1-nél kisebb pozitiv konstans alatt kell, hogy mamd]on, még-
hozza n-t6l fiiggetleniil. A fenti gondolatmenet hibéjat ismét jol példazza

azt ellendrizziik, hogy

(hibasan) a sor abszolut konvergenaa]ara kovetkeztetiink. Az

a harmonikus sor, ahol |22+

+1, ami mindig kisebb 1-nél, de a sor

“ntl] — 1, igy nincs olyan 1-nél kisebb pozitiv konstans,

divergens. Itt

hogy az |*2+ hanyados ez alatt maradna minden n indexre.

Tovabb1 példak.

o0
5.8. Példa: Legyen |z| < 1 tetszOleges valos szdam. Akkor a Y na" sor
k=0
abszolut konvergens.

Bizonyitds. A hanyadoskritériummal

_(n+1)[x" Tt n+1

nt1 =|z| - — —|z| < L.
n

an

nlz|"

A gyokkritériumot is hasznadlhatnank, mivel

Vlan| = |z| - /n— |z < 1.
Mindkét esetben a kritérium teljestil, amib&l az abszolut konvergencia kovetkezik.

A gyakorlatban a hanyados- és a gyokkritérium alkalmazhatéségi kore
lényegében ugyanaz.

Ezt a részt a sorok divergencidjanak eldontését célzé kritériumokkal
zarjuk, melyek formailag nagyon hasonlék a konvergenciakritériumokhoz:

5.3. Allitas: . Ha a Z ay, sorhoz van olyan Z b, Un. minordns sor, hogy
k=1 k=1

ar > by > 0 teljesiil minden £ indexre és Z b, = 400, akkor az eredeti
k=1

e8]
> ay sor is divergens, 0sszege +-00.
k=1

o0 o0
Bizonyitds. Ha )" aj konvergens lenne, akkor majordns sora lenne ) b;-nak, igy
k=1 =1

[ee]
a Y by sor is konvergens volna.
k=1
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an+1

5.4. Allitds: . Legyen Z ay, egy végtelen sor. Ha > 1 teljesiil minden

n indexre, akkor a sor dlvergens
Bizonyitds. Ekkor ui. a sor tagjainak abszolut értékei monoton névd sorozatot
alkotnak, igy a konvergenciahoz sziikséges a,, — 0 feltétel nem teljestil.

5.5. Allitas: . Legyen Z ay, egy végtelen sor. Ha {/|a,| > 1 teljesiil minden

n indexre, akkor a sor dlvergens

Bizonyitds. Ekkor ui. a sor tagjaira |a,| > 1, igy a konvergencidhoz sziikséges
an, — 0 feltétel nem teljestil.

Az utébbi harom éllitasban a divergencia ténye (a konvergenciakritériu-
mokhoz hasonléan) akkor is igaz marad, ha a tett feltételek nem mindegyik
n indexre teljesiilnek, hanem csak valamely NV kiiszobindexet meghalad6
indexekre.

5.3. Sorok Cauchy-szorzata

Cauchy—szorzat'

A Z ay és a Z by, végtelen sorok Cauchy-szorzatin azt a Z c végtelen
k=0 k=0
sort értjiik, melyre

k

Cp = Zajbk_j = agbg + a1brp_1 + agbp_o + ... + arby (kj = 0,1,2,...).
=0

A definiciét az aldbbi észrevétel indokolja. Tegyiik fel, hogy az ay, by
(k = 0,1,2,...) tagok koziil csak véges sok kiilonbozik 0-t6l. Ekkor a P(x) :=
Z arpzt ésa Q(z) := Y bra" el6irassal értelmezett fiiggvények polinomok.
k=0

Ketto]uk P(z)Q(z) szorzata szintén polinom, melynek

0. foku tagja: agbo,

1. foku tagjanak egytitthatéja: agbi + a1bo,

2. fokda tagjanak egytitthatdja: apb + a1b1 + a2bo,
és igy tovabb, azaz a szorzatpolinom egyiitthat6i épp az eredeti sorok

Cauchy-szorzatanak egyes tagjai. Az is vildgos, hogy ekkor P(1) = § a,
k=0
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Q) = 3 by, és P()Q(1) = 3. ¢ , azaz
k=0

($0) (54) - En

o0
ami indokolja, hogy a Y ¢ sort miért nevezhetjiik szorzatnak.
k=0
Ez a meggondolds nem miikodik akkor, amikor végtelen sok ay, by, egyiitt-

hat6 kiilonbozik 0-t6l (mér lattuk, hogy végtelen tagti 0sszeg esetén nem

feltétlen teljesiil az Osszeg asszociativitdsa). Varhato tehat, hogy a fenti

(%O: ak) : (ioj bk> = %O: ¢, egyenldség teljestiléséhez (tehat a Cauchy-
k=0 k=0

szorzatsor konvergencidjahoz) tovabbi feltételek sziikségesek.

A kovetkezd tétel szerint ehhez az abszoliit konvergencia elegendd. A
tételt bizonyitds nélkiil kozoljiik (a bizonyitds nem épit Gj fogalomra, tételre,
de hosszadalmas).

o0 o0
5.4. Tétel: . Haa > ai ésa ) by sorok mindegyike abszolit konvergens,
Bl =1l

(&S]
akkor a )~ ¢; Cauchy-szorzatsor is abszolit konvergens, és
k=1

5.9. Példa: Legyen |z| < 1 tetszbleges valos szam. Mutassuk meg, hogy a

(e.9]
Y (k+1)z* =142z + 30> +42° + ...
k=0
sor konvergens, és szdmitsuk ki az 6sszegét.
Megoldds. Az éllitas azonnal kovetkezik az el6z6 tételb6l, ha észrevessziik, hogy a
(o]
sor nem més, mint az abszoltt konvergens > x* mértani sor 5Snmagaval képezett

k=0
Cauchy-szorzata. Mivel e mértani sor 8sszege -, azért

i(k‘—i—l)xk: ixk = 1 5
= k=0 (171')

k=0
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5.4. Az exponencidlis sor és az exponencialis fliggvény

Exponencidlis sor:
Legyen x € R tetsz6leges szam. A

&, zF r =z 3
eXp(x)::I;)ﬁzl—i_ﬂ—i_i—i_ﬁ—i_'”

végtelen sort exponencidlis sornak nevezziik.

. Xk . . z P
5.6. Allitds: . Az ) 7; exponencidlis sor minden x € R esetén abszolut
k=0 "
konvergens.

Bizonyitds. A hdnyadoskritérium alapjan:

2"+t ]
— . = —
(n+1! |z n+1

an+1
an

I

tehét a sor valoban abszolut konvergens. (Megjegyezziik, hogy a gyokkritériumot
is alkalmazhattuk volna.)

Nem véletleniil nevezziik a fenti sort exponencidlis sornak. Meg fogjuk
mutatni, hogy az igy definidlt fiiggvény megegyezik az e alapti exponen-
cidlis fliggvénnyel. A definiciébol nyilvanval6, hogy exp(0) = 1; most azt
mutatjuk meg, hogy exp(1) = e.

o0
5.7.Allitds: . . L =e.
k=0
Bizonyitds. Tekintsiik a részletosszegeket: S, := 1+ ;4 9; + 3;.... Mar tudjuk, hogy
(Sn) konvergens, jelolje S := lim S,,. Megmutatjuk, hogy e < S, és ugyanakkor
e > S, innen e = S kovetkezik, amivel az 4llitas igazolva lesz.
A binomialis tételt haszndlva:

=)

1 nrn-1 1 nnh-1)mn-2) 1 nn—1)...-2-1 1
=1 _— = —_— - - — <
+1' n+ 2 n2+ 3! 5 T n! nn =
1 n n? 1 nd 1 n" 1
Sltq g gt g g et
.11 1
=1+ gty tg Tty
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A bal oldal hatarértéke e, a jobb oldalé S, igy e < S.
Masrészt, legyen m € N tetszbleges index, és n > m. Ismét a binomidlis tételt

hasznaljuk:
(o2) -
n

1 -1 1 nn—1)(n—2 1 nn-1)..-2-1 1
_1+ _|_n(n7) M 74'_ _A'_(%.
1l n 2 n2 3! n3 n! nn’

A jobb oldal csak csokkenhet, ha abbdl néhany tagot elhagyunk. Megtartva csak
az elsd m + 1 db tagot, innen:
1 n
(1+3) =
n

nl nn-1 1 nh-1)n-2) 1 nn—1)....(n—m+1) 1
=14 — et — =
w2 et 3! T m! nm

(t-3), (0-3)-0-3) (L=5) - (1==0)
—1+1'+ 9] + 3] + ...+ o
Az n — +oo hatdratmenetet véve kapjuk, hogy
1 1 1 1
ex1+ g+ttt —

1! 3!

Ez igaz tetsz6leges m indexre, innen (m — 400 esetén is) e > S, amivel a bizonyi-
tast befejeztiik.

Most megmutatjuk, hogy az exponencidlis sor, mint x fliggvénye, telje-
siti hatvanyozés azonossagait.

5.8. Allitas: . Tetsz6leges z,y € R szamokra teljesiil, hogy:
exp(z +y) = exp(z) - exp(y).
Bizonyitds. Elég azt igazolni, hogy az exp(x) és az exp(y) sorok Cauchy-szorzata

épp exp(z + y).
Jeldlje co,c1,¢2,... a Cauchy-szorzat tagjait, akkor a binomidlis tételt alkalmazva:

0 k 1 k—1 2 k—2 k 0
ck:x—~y—+—~ AN A -
o & e V)] ]
1 k! k-1 k! 2 k-2 KUk _
T <y T N T TR T TR

1 KN k-1 (F 2 k2 AV k
=1 (y +(1>xy +(2> R —k!(:Jc—i—y)7

tehdt ¢;, valéban exp(x + y) sordnak k-adik tagja.
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Az 4llitas ismételt alkalmazasaval és az exp(0) = 1 egyenl8ség felhasz-
nélasaval azonnal adédik az

5.5. Kovetkezmény: . Tetsz8leges x € R, n € N szamokra:
n

(o) i) = (@l @)

(b) exp(—2) = 5
Specidlisan, egész szamok esetén, exp(1) = e felhaszndldsaval kapjuk,

hogy:

5.6. Kovetkezmény: . exp(—n) = - minden n € N-re.

en

Ha pedig p,q € Z egész szdmok, akkor

(o0 () = s (7). exn () =

= exp <§ +...+ z) = exp(p) = €*.

5.7. Kovetkezmény: . exp (g) = ¢P/? minden p,q € Z-re (q # 0).

Latjuk tehat, hogy az exp fliggvény megegyezik az e alapti exponen-
cialis fliggvénnyel (legaldbbis a raciondlis szdmok halmazédn). Ezért a
késtbbiekben az exp(x) jelolés helyett a szokdsos e jelolést fogjuk hasznal-
ni.

Ezt a részt az exponencidlis fliggvényre vonatkozo6 két fontos egyenlét-
lenséggel zarjuk:

5.9. Allitas: .
(a) TetszOleges € R esetén e > 1 + x.
(b) Tetszbleges z € R, 0 < x < 1 esetén e” < 1 + 2.
Bizonyitds. (a) Legyen el6szor x > 0, akkor
X 1172 IS

mert minden elhagyott tag nemnegativ.
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Legyen most v < 0 és y := —x. Ekkor

2 3 2

3 4
(] — LA _ LA
d(1—y)= (1+1,+ +3,+) (y+1,+ +3,+>

11\ , (1 1\ 4
:1+(2|—1'>y+<3’—2'>y+§1,

mert minden elhagyott tag 0-ndl nem nagyobb. Innen pedig e™*(1 + z) < 1, azaz
e® > 1+ x kovetkezik.

(b)

2 3
=14 o4+t Slbata + .
e’ 1 31 31
<ltzta® (ot tm ot ) <12
< Sttt < :

Itt felhasznéltuk azt, hogy az 3 + = + o + ... végtelen mértani sor 6sszege 1,
valamint azt, hogy 0 < = < 1 esetén x? < .

Eddig mindig valés sorozatokkal és sorokkal foglalkoztunk. Elvﬂeg
semmi akaddlya sincs komplex sorozatok és sorok bevezetésének és vizs-
gélatdnak. A korlatossag, a konvergencia, a Cauchy-tulajdonsag definia-
lasa értelemszer(i véltoztatdsokkal torténik (a komplex abszolut érték
hasznalataval). A legtobb tétel igaz marad, értelemszertien a mono-
ton sorozatok és a végtelenbe tart6 sorozatra vonatkoz6 eredmények
kivételével (a komplex szamok korében nincs értelmezve a rendezési
reldci6). A fogalmak és tételek pontos atfogalmazdasatol eltekintiink, de
megjegyezziik, hogy pl. az exponencialis fliggvény ily médon nehézség
nélkiil kiterjeszthet6 a komplex szdmok C halmazara is.

5.5. Feladatok

1. A legtjabb kutatdsok alkalmaval rabukkantak egy eleddig ismeretlen
egyiptomi piramis romjaira. A piramis lépcsézetes volt, sok emelettel, de
hogy pontosan hany emeletes volt, azt nem tudni. Fennmaradt viszont egy
toredékes épitészeti leirds, miszerint ,,...az elsé emelet hossza és szélessége
legyen 288 konyok, magassaga 40 konyok... Minden emelet legyen aranyo-

san kisebb, mint a megel6z6... a harmadik emelet szélessége tehat mar csak
200 konyok...”. Hany konyok lehetett legfeljebb a piramis teljes magassaga?

2. Konvergensek-e a kovetkez6 sorok?
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(a)

i 1 'Sinkj
2 bl
= 1+%& 2

(b)
i E—1
k:1k3+2l~:+1’

()
i k2 4 KB 4 &

2o 9k 1 3F 4 4k
@ > k
;<k2—1+k2+1)’
(© NP
l§<1+k> ,
() R
> (%)
(9) ® 1k 1\h
> ()

(h)

(4)
11 1 1

oo
3. Legyen a; := %, ant1 = 50, — 1 (n € N). Konvergens-ea ) ay sor?
k=1

o o0
]{?3 3k
4. Konvergens-e a kzl 3% sor? Konvergens-e a kzl 3 sor?

5. Konvergens-e a
km

> sin &F
Z 2k2

k=1
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sor? Ha igen, mi az 6sszege?
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Megolddsok

1. A toredékbdl kideriil, hogy az emeletek adatai azonos ¢ kvécien-

sti mértani sorozatot alkotnak. A kvociens értéke a szélességadatokbol

szdmithat6: ¢> = 23, innen ¢ = 1J. Az egyes emeletek magasségai 1nnen

40, 40q, 40¢%, 40¢3,... konyok. A teljes magassag tehat legfeljebb a Z q*
k=0

konvergens mértani sor 0sszege, azaz T = = 240 konyok.

1— 1

2. (a) A sor konvergens, mert a Z 5 konvergens hiperharmoni-
=k
kus sor majoralja.

(e8]
(b) A sor konvergens, mert a Y. ;5 konvergens hiperharmonikus

k=1
sor majorélja, ui. a sor tagjaira:
k-1 ‘< ko1
k3 +2k+ 1]~k k%
(c) A sor konvergens, mert a 4k konvergens sor majorédlja. Ez
k=1

utobbi valoban konvergens, mert a gyokkritériumot alkalmazva:

k 1 1
W Bt Lo L
n 4 4
(d) A sor tagjai:
k k BP+1-k2+1 2k 2k 4
k2 -1 k241 E*—1 B4 —1 — pa_ k2 k3

2

o0

Ezérta Y. 75 sor konvergens majordns sor, tehat az eredeti sor konvergens.
k=1

(e) A sor nem konvergens, mert tagjai nem alkotnak zérussorozatot:

(1+ %)"2 > 1.
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(f) A gyokkritériumot alkalmazva:

N 1\" 1\" 1
n n (&
igy a sor konvergens.

(9) A sor tagjai:

() =)
= 1—— —>77
n n (&

tehat nem alkotnak zérussorozatot, igy a sor nem konvergens.

(h) A sor tagjaira teljesiil, hogy
1 2 2 4

- = < —_
U

o0
tehat a sort a konvergens hiperharmonikus 3} ,;1—2 sor majoralja. Ezért az
k=1
eredeti sor is konvergens.

(i) A sor konvergens, mert az 15 + 3 + 3% + 4 + ... konvergens
hiperharmonikus sor majoralja.

3. Nem konvergens, mert a rekurziv definiciébdl azonnal kovetke-
zik, hogy a sorozat hatdrértéke 0 nem lehet, azaz a sor tagjai nem alkotnak
zérussorozatatot.

o0 n 3
4. A kzl ];—,?: sor konvergens, ui. a gyokkritérium alapjan n/ %j — (\/35) - %

o0
k . . .
A Y 2—3 sor viszont nem konvergens, mert a sor tagjai nem alkotnak
k=1

2z . k
zérussorozatatot, ui. ‘2—3 — +400.

5. A sor konvergens, mert konvergens mértani sor majoralja. A
sor Jsszege:

ism%ﬂ_l LR N S
ook gl 98 s T T

—1<1+1+1+> 1<1+1+1+>—3 =
T2 24 728 ) 8 24 728 ) 8 145
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6. Egyvaltozds valoés fliggvények

6.1. Alapfogalmak

Mindenekel6tt 6sszefoglaljuk a valos fliggvényekkel kapcsolatos legfonto-
sabb fogalmakat.

Fuggvények vizsgalatakor mindig tisztdzni kell a fliggvény értelmezési
tartomanyat. Ha egy fiiggvényt valamilyen formuldval adunk meg, és nem
jeloljiik az értelmezési tartomdnydt, akkor azon mindig R-nek azt a legb6vebb
részhalmazadt értjiik, amelyen az adott formula értelmezhetd.

Monotonitds:

Az f: R — R flggvény (szigoriian) monoton né az (a,b) C Dy intervallumon,
haminden a < x < y < bszdm esetén f(x) < f(y) (ill. f(x) < f(y)).
Hasonléan, az f fliggvény (szigoriian) monoton fogy az (a,b) C Dy intervallu-
mon, ha minden a < x < y < bszdm esetén f(z) > f(y) (il f(z) > f(y)).

Elnevezés. Az x € R szam ¢ > 0 sugarii kornyezetén az (x — d,z + J) inter-
vallumot értjiik. Bal oldali (jobb oldali) kornyezet alatt pedig egy (= — d,z] (ill.
[x,z + ¢0)) alakd intervallumot értiink (6 > 0).

Lokdlis minimum, lokdlis maximum:

Legyen xo € Dy. Azt mondjuk, hogy f-nek az x¢ szam lokdlis minimumbhelye,
ha zo-nak van oly (z¢ — d,z¢ + &) kornyezete, hogy ott az f(xo) fliggvényér-
ték minimadlis, azaz minden x € (z¢ — 0,20 + §) esetén f(z) > f(xo) teljestil.
A lokélis minimum szigori, ha minden x € (z¢ — d,z0 + 0), * # o esetén
f(z) > f(xo) teljestil. Hasonl6an definidljuk a (szigorif) lokdlis maximumhe-
lyet is.

A kovetkezd allitas a definiciok alapjan nyilvanvald.

6.1. Allitas: . Ha az f fliggvény (szigortian) monoton né az (zg — 6,20]
intervallumon és (szigordan) monoton fogy az [zg,zo + ¢) intervallumon,
akkor f-nek zo-ban (szigort) lokalis maximuma van.

Hasonl6 allitds érvényes a (szigort) lokalis minimumra is.

Legyen most f olyan, hogy D; = R.
Pdros, pdratlan fiigguények:
Az f : R — R fuggvény pdros, ha f(—z) = f(z) teljesiil minden z € R
esetén. Az f : R — R fliggvény paratlan, ha f(—z) = —f(z) teljestil
minden = € R esetén.
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A szokasos fliggvénydabrazoldsaban paros fliggvények grafikonja a 2.
tengelyre (szokdsos elnevezéssel: az y-tengelyre), paratlan fliggvények
grafikonja az origéra szimmetrikus.

6.1. Példa: Az f : R — R, f(z) := 2" (n € N) hatvanyfliggvény paros n
kitev® esetén paros, paratlan n kitevé esetén pedig pératlan.

Periodikus fiigguények:
Az f: R — R fiiggvény periodikus, és A € R egy periddusa (rdviden: az f
fuggvény A-periodikus), ha f(x 4+ \) = f(x) teljesiil minden = € Dy esetén.

Nyilvanval6, hogy ha f periodikus a A peri6édussal, akkor minden
egész k € Z szam esetén k) periddussal is periodikus. A legkisebb pozi-
tiv periddust (ha ilyen egyaltalan létezik) alapperiédusnak is nevezziik. A
késdbbiekben periddus alatt mindig alapperiédust értiink.

6.2. Példa: Az f : R — R, f(x) := sinx fliggvény periodikus, 27 periédus-
sal.

6.2. Hatarérték és folytonossag

Fiigguény hatdrértéke:

Azt mondjuk, hogy az f : R — R fiiggvény hatdrértéke az o € R pontban
az a € R szdm, ha minden konvergens (z,,) C Dy \ {z0}, x, — o sorozat
esetén f(z,) — a teljestil. Jele: a = lim,,, f vagy a = lim,_.,, f(z).

A definici6 1ényeges része, hogy az f(x,) fliggvényérték-sorozat az
Ty, — X sorozat megudlasztdsdtol fiiggetleniil a-hoz tartson.

A hatérérték fogalmat tekinthetjiik agy is, hogy a definiciéban szerepl6
sorozatokat z¢-nak csak az egyik oldali kornyezetébdl vélasztjuk:

Bal oldali, jobb oldali hatdrérték:

Azt mondjuk, hogy az f : R — R fiiggvény bal oldali (jobb oldali) hatdrértéke
az 9 € R pontban az a € R szdm, ha minden (x,,) C D¢\ {zo}, z, < x0 (ill.
Ty, > X0), Tn — T sorozat esetén f(x,) — a is teljesil. Jele: a = lim,,_¢ f
vagy a = limg,_.5,—o f(z) (1L a = limg,4o f vagy a = limg ;.40 f(2)).
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Konnyen lathat6, hogy f-nek az zp pontban pontosan akkor létezik
hatarértéke, ha ugyanott létezik bal- és jobb oldali hatarértéke is és ezek
megegyeznek.

Ha f-nek zo-ban van bal- és jobb oldali hatarértéke, de ezek nem egyez-
nek meg, akkor azt mondjuk, hogy f-nek ugrdsa van zq-ban.

A tovabbiakban a hatarérték-fogalmat értelemszerfien kiterjesztjiik a
végtelenre is, pontosan gy, ahogy azt a sorozatok esetén tettiik:

Kiterjesztett hatdrértékfogalom:

(a) Azt mondjuk, hogy az f : R — R fiiggvény hatdrértéke az g € R
pontban (4+00), ha minden (x,) C Dy \ {x0}, , — x¢ sorozat esetén
f(xn) — +o0. (b) Azt mondjuk, hogy az f : R — R fliggvény hatarértéke
az (+00)-ben az a € R szdm (ill. (+o0)), ha minden (z,) C Dy, z,, — 400
sorozat esetén f(z,) — a (ill. f(z,) — +00).

Hasonléan definidljuk a (—oo)-ben vett hatarértéket, a (—oo)-nel egyen-
16 hatarértéket. Szintén értelemszertien torténik a (+00)-nel egyenl6 egyol-
dali hatarérték definidldsa. Az Osszes lehetséges kombindcié meggondola-
sat nem részletezziik, azt az Olvasoéra bizzuk.

Folyonossdg:

Azt mondjuk, hogy az f : R — R fiiggvény folytonos az xq € Dy pontban, ha
minden konvergens (z,,) C Dy, x, — o sorozat esetén f(z,) — f(xo) is
teljestil. Ellenkez6 esetben azt mondjuk, hogy az f fliggvénynek szakaddsa
van az xo pontban. A fuggvényt folytonosnak nevezzik, ha értelmezési
tartomdnyanak minden pontjdban folytonos.

6.3. Példa: Az f : R — R, f(z) := 1 konstans fliggvény folytonos R-en.

6.4. Példa: Az f : R — R, f(z) := z folytonos R-en. Hatarértéke (+o0)-
ben (+00), (—o0)-ben pedig (—o0).

6.5. Példa: Az f : R — R, f(z) := 22 folytonos R-en. Hatarértéke mind
(400)-ben mind pedig (—oo)-ben (+00).
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6.6. Példa: Azsgn: R — R,

1, haz>0
sgn(z) =< 0, haz=0
—1, ha x <0

elojelfiigguény folytonos R-en, kivéve a 0 pontot. Itt nem folytonos, de van
bal oldali hatdrértéke (—1) és jobb oldali hatarértéke is (41), tehat a 0-ban
ugrdsa van.

6.7.Példa: Az f : R - R

@) = 1, hax racionalis
"] 0, hagx irraciondlis

Dirichlet-fiigguény sehol sem folytonos és sehol sincs sem bal oldali sem
jobb oldali hatarértéke.

6.8. Példa: Az f : R — R, f(x) := 1 reciprokfiiggvény O-ban vett bal oldali
hatarértéke (—o0), jobb oldali hatdrértéke pedig (+00). Az értelmezési
tartomanyanak minden pontjdban folytonos.

Ez a fiiggvény a 0-ban nincs értelmezve, igy helytelen (bér elterjedt) azt
mondani, hogy a 0-ban szakadasa van. A folytonossdgot, ill. szakaddst csak az
értelmezési tartomdny pontjaiban definidltuk.

6.3. Folytonos fiiggvények tulajdonsagai

A gyakorlati alkalmazdasok soran kiilonosen fontos szerepet jatszanak a
folytonos fliggvények. Sziikséges tehat olyan tételeket kimondani és bizo-
nyitani, melyekkel fiiggvények folytonossagat igazolni lehet.

Az alabbi allitasok egyenes kdvetkezményei a sorozatokra vonatkozo
megfeleld allitdsoknak. Azt fejezik ki, hogy folytonos fiiggvényekbdl az
algebrai mtiveletekkel képezett fliggvények mind folytonosak.
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6.2. Allités: . Haaz f : R — R és g : R — R fliggvények folytonosak
valamely z € Dy N D, pontban, akkor

(a) f + g is folytonos z-ben,

(b) f — g is folytonos z-ben,

(c) f - g is folytonos z-ben,

(d) g is folytonos z-ben, feltéve, hogy g(x) # 0.

A kovetkezd 4llitas szerint folytonos fiiggvények kompozicidja szintén
folytonos. Az &llitds bizonyitdsa a folytonossdg definicidja alapjan egy-
szerfien elvégezhetd, ezért elhagyjuk. Javasoljuk azonban, hogy az Olvas6
gondolja végig!

6.3. Allitds: . Ha az f : R — R fiiggvény folytonos valamely = € Dy
pontban, g : R — R pedig folytonos az f(z) € D, pontban, akkor a g o f
Osszetett fliggvény folytonos az x pontban.

6.9. Példa: Az f : R - R

sin%, haz #0
f(@) '_{ 0, haz =0

el6irdssal értelmezett fliggvény a 0 kivételével mindentitt folytonos, de a

0-ban nem folytonos.

Bizonyitds. A szinusz- és a reciprokfiiggvény folytonossdga miatt (Id. késobb) f
folytonos a 0-t6l kiilonb6z6 helyeken. A 0-ban viszont nem folytonos, mert pl. az

B 1
o 5 +2nm

LTn

sorozatra x,, — 0, de
f(zy) = sin (g + 2n77) =1,

igy f(z,) nem tart f(0)-hoz.

6.10. Példa: Az f : R — R

T

0, haxz =0

f(x)::{:n-sin1 haz #0

el6irdssal értelmezett fiiggvény mindentitt (tehdt a 0-ban is) folytonos.
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Bizonyitds. A szinusz- és a reciprokfiiggvény folytonossaga miatt (I1d. késébb) f
folytonos a 0-t6l kiilonb6z6 helyeken. Legyen most x,, — 0 tetsz6leges, akkor

[f(@n) = FO)] = |f(zn)| < fan] -

< |$n‘ —0

o1
sin —
Tn

azaz f a 0-ban is folytonos.

A 6.4. Példa és a 6.2. Allitas azonnali kovetkezménye, hogy minden poli-
nom folytonos fiiggvény R-en. Latni kell azonban, hogy ezekbdl az 4llitdsok-
bol nem kodvetkezik pl. a gyokfiiggvény, a szinuszfiiggvény, exponencialis
figgvény stb. folytonossdga sem. A kovetkez6 két allitas a gyakorlatban
nagyon jol hasznédlhato elégséges feltételt ad a folytonossagra.

6.4. Allitas: . Legyen I egy intervallum és f : I — R egy fiiggvény. Ha van
olyan C' > 0 szam, hogy minden x;,x2 € I esetén

|f(z1) — f(22)| < C - |21 — 22

teljestil, akkor f folytonos I minden pontjaban.
Bizonyitds. Ekkor tetsz6leges (x,,) C I, x,, — x € I esetén:

[f(zn) = f(2)] < O |n —x[ = 0,azaz f(z,) — f(2).

Az allitadsban szerepl§ feltételt Lipschitz-féle feltételnek, a C' dlland6t pedig
Lipschitz-dllandénak (Lispchitz-konstansnak) nevezziik. A feltétel teljesiilése
szemléletesen azt jelenti, hogy egymashoz , kozeli” pontokat az f fliggvény
egymashoz , kozeli” pontokba visz, a képpontok tavolsidga legfeljebb egy
fix szdmszorosa az argumentumok tavolsdganak.

Kontrakcio:

Ha egy fliggvény kielégiti a Lipschitz-feltételt valamely 1-nél kisebb
Lipschitz-konstanssal, akkor az illet6 fliggvényt kontraktiv (6sszehiizo) leké-
pezésnek, vagy roviden kontrakcionak nevezziik.

A Lipschitz-feltételhez hasonld, de ellenkezd iranyt becslés az inverz
fuggvény létezésére és mindjart annak folytonossdgara is ad egy elegend6
feltételt.
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6.5. Allitas: . Tegyiik fel, hogy I és J intervallum, tovabba f : I — J egy,
az I intervallumot a J intervallumra leképezé fliggvény. Ha van olyan
¢ > 0 szdm, hogy minden z,z2 € I esetén

|f(z1) = f(z2)| = ¢ |21 — 72|

teljestil, akkor f invertalhat6 I-n, tovabbd az f~! inverz fiiggvény folytonos
a J intevallum minden pontjdban.

Bizonyitds. Ha z1,29 € I, x1 # x2, akkor a feltétel miatt |f(z1) — f(z2)] >
¢ lzr — a2 > 0, azaz f(x1) # f(x2). Ezért f kolcsonosen egyértelmd, igy
invertdlhato. Az f~! inverz fliggvény tehat létezik. Megmutatjuk, hogy az
inverz fliggvény kielégiti a Lipschitz-feltételt, ebbél az 6.4. Allitas alapjan f~*
folytonossaga mar kovetkezik. Legyenek y,y2 € J tetszblegesek, akkor alkalmas
x1,x2 € I szdmokra f(x1) = y1 és f(z2) = yo. Innen a feltétel alapjan:

7H ) = 17 @)l = for = 2 11 ) = f(2)| = <l = 1o,

tehat f~! valoban kielégiti a Lipschitz-feltételt J-n, mégpedig 1/c Lipschitz-
allandéval.

6.11. Példa: Az R; — Ry, z — /z leképezés folytonos a R intervallu-
mon.

Bizonyitds. Elég megmutatni, hogy a gyokfiiggvény folytonos minden [a,b] C R4
intervallumon, ahol 0 < a < b tetsz6leges pozitiv szdmok. Ekkor minden x,x2 €
[a,b] esetén

(V1 — /Z2)(\/ZT1 + JZ2) |z — 23] 1
VT — 12| = = < r1 — Ta|,
IV 2 VT1 + /T2 VI + Ty T 2\/6| ! 2|
tehat a gyokfliggvény [a,b]-n kielégiti a Lipschitz-feltételt az 2—\1/5 Lipschitz-

allandéva, igy folytonos is [a,b]-n (Id. a 6.4. Allitast).

Megjegyezziik, hogy a gyokfiiggvény a 0-ban is folytonos, de ez a fenti-
ekbdl nem kovetkezik. A 0-ban val6 folytonossag igazolasat feladatként
tlizziik ki.

6.12. Példa: Az R — R, = — sinz fliggvény folytonos.

Bizonyitds. Legyenek x,z5 € R tetsz6legesek. Az ismert trigonometrikus addiciés
tételek alapjan:

1+ o
2

|sinzy — sinaa| = 2 |cos

. X1 — X2
- |sin
2
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<2 singc1 — T2 <oy — 22,

ahol felhasznaltuk a nemnegativ o szogekre vonatkozé ismert sin o« < « 9ssze-
fiiggést. A szinuszfiiggvény tehat kielégiti a Lipschitz-feltételt a C' = 1 Lipschitz-
dllandéval, igy folytonos is (Id. a 6.4. Allitast).

Hasonléan igazolhat6, hogy a koszinuszfiiggvény is folytonos, innen
pedig a tangens- és kotangensfiiggvények folytonossaga is kdvetkezik.

6.13. Példa: AzR — R, z — €” exponencialis fliggvény folytonos R-en.

Bizonyitds. El6szor azt igazoljuk, hogy az « — e” leképezés folytonos a [0,1]
intervallumon. Legyenek z1,z; € [0,1] tetsz6leges szamok, akkor

€™t — €™ =" - |e"1 T2 = 1)| < 2™ |2y — @a| < 2e- |71 — 34

Az exponencialis fliggvény tehdt [0,1]-en kielégiti a Lipschitz-feltételt a C' = 2e
Lipschitz-éllandéval, igy folytonos is (Id. a 6.4. Allitast). Hasonléan lathato,
hogy az x — e” leképezés az Osszes [n,n + 1] intervallumon is folytonos (ahol n
tetszbleges egész), tehat valdban folytonos az egész szamegyenesen.

Az exponencidlis fliggvény definici6jadbodl azonnal kovetkezik, hogy
az szigortian monoton nd, igy invertdlhat6. Inverzét (természetes alapti)
logaritmusfiigguénynek nevezziik, és azt a log vagy az In szimb6lumok va-
lamelyikével jeloljiik. Ennek értelmezési tartomédnya a nemnegativ valés
szamok (0, + oo) halmaza.

6.14. Példa: Az R, — R, z — logx logaritmusfiiggvény folytonos a
(0, + o0) intervallumon.
Bizonyitds. Legyenek 1,22 € (0, + 00) tetsz6legesek, z1 > x5. Ekkor

le™ — ™| =€ - |e —1)| = €™ w1 — w2] > |21 — 22|

A 6.5. Allitas alapjén tehat a logaritmusfiiggvény folytonos.

6.15. Példa: Tetszbleges n € N esetén az R, — R, z — {/z gyokfiiggvény
folytonos a [0, + oo) intervallumon.

Bizonyitds. A gyokfiiggvény felirhatd
Yz =en18" (€ (0,4 0))

alakban, azaz harom folytonos fliggvény kompozicidjakért, igy maga is folytonos
a (0,+00) intervallumon. A 0 pontbeli folytonossag a definicié alapjan igazolhato.
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A folytonos fliggvényekre még két tételt mondunk ki és bizonyitunk.
Ezek révilagitanak a folytonossag jelent6ségére.

6.1. Tétel: (Weierstrass). Legyen f folytonos a korlatos, zart [a,b] intervallu-
mon. Akkor f-nek van maximuma és minimuma ebben az intervallumban.
Bizonyitds. Csak a maximum létezését igazoljuk (a minimum létezése hasonldan
igazolhato). Jelolje a := sup{f(z) : = € [a,b]}. Legyenek z,, € [a,b] olyan szdmok,
hogy f(z,) > a— L (n € N). llyen szdmok vannak, mert o az értékkészlet legkisebb
fels6 korlatja, igy o — 1 mar nem fels6 korlat. A konstrukci6 miatt (z,) C [a,b]
egy olyan korlatos sorozat, melyre f(z,) — a. A Bolzano—Weierstrass-tétel miatt
(xn)-b0l kivélaszthat6 egy konvergens (z,, ) részsorozat. Jelolje z¢ := limz,, .
Akkor (f(xy,)) részsorozata (f(z,))-nek, igy szintén a-hoz tart: f(z,, ) — o
Innen f folytonossdga miatt f(zo) = o adédik, tehdt o nemcsak szuprémuma, de
maximuma is az értékkészletnek, azaz f-nek maximuma van xy-ban.

b e e m s e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e mm————— - -

A tétel allitasa szemléletesen nyilvanvald. Azt fejezi ki, hogy korlatos,
zart intervallumon folytonos fiiggvény grafikonjan van legmagasabban
és legalacsonyabban fekv6 pont. Valdjaban egyaltaldn nem nyilvan-
valé allitasrol van sz6, amely a val6s szamok alapvetd tulajdonsagain
mulik, csaktagy, mint a szuprémum létezésének tétele vagy a Bolzano—
Weierstrass-tétel.

6.2. Tétel: (Bolzano). Legyen f folytonos a korlatos és zart [a,b] intervallu-
mon. Tegyiik fel, hogy f(a) és f(b) kiillonboz6 elGjeltiek. Akkor f-nek van
(legalabb egy) zérushelye ebben az intervallumban.

Bizonyitds. Legyen pl. f(a) < 0és f(b) > 0 (f(a) > 0és f(b) < 0 esetén a
bizonyitds hasonl6). Felezziik meg az [a,b] intervallumot, és jeldlje [a1,b1] azt
a felét, melyre f(a1) < 0 és f(by) > 0 (ha a felez6pontban a fliggvényérték
épp 0, akkor ott a fliggvénynek zérushelye van, igy a bizonyitds kész). Most
felezziik meg az [aj,b1] intervallumot is, és jelOlje [az,b2] azt a felét, melyre
flaz) < 0és f(b2) > 0, és igy tovabb. Igy kapunk egy egymasba agyazott zért
intervallumsorozatot: [a,b] D [a1,b1 D [ag,b2] D .... A Cantor-axiéma miatt ezen
intervallumoknak van k6z6s pontja, pl. z. Megmutatjuk, hogy = zérushelye f-nek.
Valéban, nyilvan a,, — z és b,, — z, tovdbba f folytonossdga miatt f(a,) — f(x)
és f(b,) — f(z). Masrészt minden n-re f(a,) < 0és f(b,) > 0, innen a (k6z0s)
limeszre teljesiil, hogy f(xz) > 0 és ugyanakkor f(x) < 0, kovetkezésképp
f(z) =0.
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A tétel allitdsa ismét nagyon szemléletes. Azt fejezi ki, hogy ha egy foly-
tonos fiiggvény grafikonja egy intervallum bal végpontjdn az 1. tengely
alatt, a jobb végpontjan pedig felette van, akkor a két végpont kozott leg-
alabb egyszer metszi az 1. tengelyt. Ez a tétel is a méar tobbszor emlitett,
a valds szamok ,hézagmentességét” kifejez tételek kozé sorolhato.

6.1. Kovetkezmény: . Legyen f folytonos a korlatos és zart [a,b] interval-
lumon. Akkor az f fuggvény minden, az f(a) és f(b) szdmok kozé es6
értéket legalabb egyszer felvesz [a,b]-n.

Bizonyitds. Legyen y tetsz6leges érték az f(a) és f(b) szdmok kozott. Az 4llitds az
el6z6 tételbdl adddik, azt a konstanssal eltolt f — y fliggvényre alkalmazva.

A 6.2. Tétel egyuttal egy, a gyakorlatban is j61 hasznalhaté numerikus
modszert ad az

f(z) =0

alaku egyenletek kozelité megolddsara, ahol f teljesiti a tétel feltételeit.
Altaldban a fenti egyenlet pontos megoldasara nincs remény. Egy megol-
dast viszont el6éllithatunk egy konvergens sorozat limeszeként (a médszer
ezért nem tekinthet6 , egzakt” megoldasnak), amelyet a kovetkez6 rekur-
ziv médon definidlt algoritmus hatdroz meg. Tegyiik fel, hogy ismertek a
sz6ban forgd intervallum a, b végpontjai, és f(a) < 0, f(b) > 0 teljestilnek,
akkor:

e 1lépés: Legyen c := %t

2.1épés: Ha f(c) = 0, akkor az eljarést befejeztiik, az f fliggvénynek a
c szam zérushelye. Ellenkez6 esetben, ha f(a) < 0és f(c) > 0, akkor
legyen o := a és [ := ¢, egyébként pedig legyen o := c és 3 := b.

3.1épés: Frissitsiik az a, b értékeket: a := o, b := (.

4.1épés: Ismételjiik az eljérast az 1. 1épéstél mindaddig, amig az [b — a|
intervallumhossz egy el6re adott hibahatar ald nem csokken.

5.1épés: A gyok kozelitésére elfogadjuk akar a legutolsé a-, akar a
legutols6 b-értéket (vagy akar azok szamtani kozepét).
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e R I e e -

A 6.2. Tétel elvileg is megalapozza pl. a négyzetgyok, kobgyok stb.
létezését. Tgy pl. egy A nemnegativ szdm négyzetgyokének neveztiik
azt a nemnegativ szamot, melynek négyzete épp A. Nem nyilvanval6
azonban, hogy ilyen szdm valéban létezik is. Epp ezt biztositja a 6.2.
Tétel, haaz f: R, — Ry, f(z) := 2? — A fiiggvényt egy [0,C] inter-
vallumon vizsgéljuk, ahol C elég nagy, pontosabban, teljesiil a C* > A
egyenl6tlenség.

Végiil példat mutatunk az 6.2. Tétel egy algebrai jellegii alkalmazaséra.

6.16. Példa: Igazoljuk, hogy barmely valds egyiitthatés pontosan harmad-
fokt egyenletnek van (legalabb egy) valds gyoke.

Megoldds. Legyen f : R — R, f(z) := 2% + bz? + cx + d ahol b,c,d € R. Azt kell
igazolni, hogy f-nek van zérushelye. Konnyen lathato, hogy lim, » f = 400 és
lim_., f = —oo (vajon miért?). Ez azt jelenti, hogy elég nagy A,B > 0 szdmok
mellett mar f(—A) < 0, és f(B) > 0. Az allitds most mar a 6.2. Tétel egyenes
kovetkezménye, a tételt a [—A,B] intervallumra alkalmazva.

6.4. Kontrakciok és a Banach-féle fixponttétel

A 6.2. Tétel kapcsan sz6 volt bizonyos
flz)=0

alakt egyenletek megoldédsarol. Most tekintsiik az
z = f(z)

alaku egyenleteket, ahol f : R — R adott fiiggvény. Nagyon sok gyakorlati
probléma ilyen egyenletekre vezet, ill. ilyen alaktdra hozhato.

Fixpont:
Az z = f(x) egyenlet megoldasat az f fliggvény fixpontjinak nevezziik.

Egyéltaldn nem biztos, hogy egy ilyen egyenletnek van megoldasa.
Ez még altalaban akkor sem igaz, ha f folytonos. A kovetkezd tétel egy
jol hasznalhat6 elegend? feltételt ad a megoldés létezésére, a megoldas
kozelits eldallitasa pedig egy egyszerfi, altaldban konnyen megvalésithat6
algoritmussal torténik.
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6.3. Tétel: (Banach-féle fixponttétel). Legyen I egy zart intervallum, és
legyen f : I — I kontrakci6 (azaz f kielégiti a Lipschitz feltételt /-n, még-
pedig 1-nél kisebb Lipschitz-allandéval). Akkor f-nek az I intervallumban

pontosan egy x* fixpontja van, és ez el64ll az alabbi konvergens, rekurziv
sorozat limeszeként:

xo € 1, Tnt1 = f(zn) (n=0,12,.)

a sorozat xo kezd6 tagjanak megvalasztasatol fliggetleniil.
Bizonyitds. Jelolje 0 < ¢ < 1 az f fliggvény Lipschitz-dlland¢jat. Ekkor tehat
minden z,y € I-re |f(z) — f(y)| < q- |z — y] teljestil. Tekintsiik az z,41 := f(z,,)
rekurziv médon definialt sorozatot. Eldszor megmutatjuk, hogy (x,) Cauchy-sorozat,
ezért konvergens I-ben.

A Lipshchitz-feltételt sorozatosan alkalmazva az egyre kisebb indexekre, be-
csiiljitk meg két egymast kovetd tag eltérését:

|Znt1 = 2n| = [f(2n) = f(@n-1)|| < q |20 — Tn-1| = ¢ |f(@n-1) = f(Tn_2)| <

< Plrn—1 — Tn_o| < ... < q"|w1 — 0]

Ezt felhaszndlva, tetszbleges m > n, m = n + k alakd indexre:
[T — Tn| = [Tpyr — Tn| =

= ‘xn—&-k’ — Tntk—1+ Tntk—1 — Tntk—2 + Tntk—2 — .. + Tp41 — Jjn| <
< |xn+k - xn+k—1| + ‘xn-‘rk—l - xn+k—2| i |xn+1 - xn‘ <

< (qu+k—1 +qn+k—2 +q7L+k—2 4o +q7l) X |.7J1 _ .%‘0| <
1—q
ahol felhasznéltuk a végtelen mértani sor 6sszegképletét (a sor konvergens, mert
0 < ¢ < 1). Ajobb oldal n — 400 esetén 0-hoz tart, azaz minden ¢ szamhoz van
oly N kiiszobindex, hogy minden n > N természetes szdmra l%q "z —xo] < e
Kovetkezésképp minden m > n > N indexre |z,, — z,| < ¢, tehat (z,) valéban
Cauchy-sorozat.

Ezért (z,) konvergens I-ben, jelolje 2* := limz,. Megmutatjuk, hogy ez
fixpontja f-nek. A rekurziv definici6 szerint z,,11 = f(z,). A bal oldal nyilvdn
z*-hoz tart. A jobb oldal f folytonossdga miatt f(z*)-hoz konvergdl. Innen
z* = f(z*), tehdt * valéban fixpont.

Végiil igazoljuk, hogy csak egy fixpont van. Ha z* és z** két kiilonb6z6
fixpont, akkor

<q" (A4+q+F+E.) ry — x| = |1 — 2o,

0<|o” —a™| = f(z") = fl@™] < q- 2" —a™],

ami lehetetlen, mert ¢ < 1. Ezzel a tételt teljes egészében bebizonyitottuk.

Tartalom | Targymutatd < = <103 >



Analizis Néhany nevezetes hatarérték

Tartalom | Targymutatéd <= = <9104 >
A tétel feltételeiben lényeges, hogy f az I intervallumot 6nmagaba
képezi.

A rekurziv médon definiélt xy € I, zp4+1 := f(x,) (n = 0,1,2,...) soroza-
tot sokszor fixpont-iterdcids sorozatnak is nevezziik.

6.17. Példa: Oldjuk meg kozelitéen az = = 1 cos z egyenletet!

Megoldds. Az x — % cos z leképezés a [0,%] intervallumot Snmagéba képezi, és itt
kontrakci6, mert a trigonometrikus addicios tételek alapjan

1
:'2~‘sin

T+ X2 .niﬁl—xz

g "1 5 2 5 M T =

1
‘cosa:l — —COS Ty

— 1
S sinw S §|$1 —l‘2|,

ahol felhasznéltuk a nemnegativ a szogekre igaz sin v < « egyenl6tlenséget is.
Az egyenlet tehat fixpont-iterdciéval megoldhato. Legyen

1
20:=0, Tpy1:= 5 C08Tn (n=0,1,2,...)
A sorozat els6 néhany tagja (4 tizedesjegy pontossédggal): 0,0000; 0,5000; 0,4387;
0,4526; 0,4496; 0,4502; 0,4501; 0,4501; 0,4501; ...
A fixpont 4 tizedesjegy pontossdggal: 0,4501 .

6.5. Néhany nevezetes hatarérték

6.18. Példa: )
sine _

lim
r—0 X

Megoldds. A pozitiv z-ekre érvényessinx < x < tg z ismert egyenl6tlenség alapjan

sinx sinx
<1<
T T - COST

Ezt dtrendezve cosz < S22 < 1, ami mdr negativ x-ekre is igaz. Ezért tetsz6leges
xy, — 0 zérussorozat esetén adédik, hogy

sinx,,

CoS Ty < <1 (neN).

:I:"

A bal oldal 1-hez tart (a koszinuszfiiggvény folytonossdga miatt). A jobb oldal
pedig azonosan 1. Ezért a kozépsd sorozat is konvergens és 1-hez tart.
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6.19. Példa:
. 1——cosz 1
lim ==
z—0 2 2
Megoldds.
l—cosz 1—cosz 1-+cosz 1—cos?x sinz\? 1 1
= = = — —
x2 x2 1+cosx  x2(1+ cosz) x 1+cosx 2’
ha z — 0, ahol felhasznéltuk az el6z6 példa eredményét.
6.20. Példa:
et -1
lim =1.
z—0 X
Megoldds:
-1 —1+1+5+5+5 4. 1w
r T TR TR TR
Innen tetszéleges |z| < 1 esetén
b ] +—2+—3+ < |a| +@+@+ <la]-e
x 3! - 3! 41 )~ ’
Ezért, ha z,, — 0, akkor
Tn _ 1
€ —1‘§e-xn|—>0,
Ty
azaz emzl’l —1
6.21. Példa:
(a) -
0 x
lim 280 +2) _
z—0 T
(b) -
og(l —x
lig 8L _
z—0 x
Megoldds. (a) Jelolje z := log(y + 1), akkor
e?—1 st 1  y41-1 y
x  log(y+1)  log(y+1) log(y+1)
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Ha most y, — 0 tetsz6leges, akkor a logaritmusfiiggvény folytonossadga miatt az
Zn = log(yn, + 1) (n € N) sorozat is zérussorozat. Innen pedig, felhaszndlva az
el6z6 példa eredményét:

Yn :en_1—>1.

log(yn + 1) Ty

A (b) eset az (a)-ra visszavezethetd, x helyébe annak ellentettjét irva.

6.22. Példa:
. V1i+zxz—-1 1
lim — = —.
z—0 T 2
Megoldds.
\/1+x—1_\/1+x—1.\/1—|—x+1_ l+z—-1 1 1
T B z Vitz+1 z(VI4+z+1) Vi+tz+1 2
haz — 0.
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6.6. Elemi fliggvények

Ebben a részben 0Osszefoglaljuk a kordbbiakban megismert egyszerfi
tuggvénytipusokat, és néhany 4j fliggvényt is bevezetiink.

Hatvdnyfiigguények:
f:R—=R, f(x):=2" (neN).

A fliggvény paros, ha n pdros és paratlan, ha n paratlan.

6.1. dbra. Az x +— 22 és az x — 3 fiigguény grafikonja

Ha a kitev6 nemnegativ, de nem egész, akkor a megfelel6 fiiggvényt
csak az R4 halmazon értelmezziik.
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Lif

6.2. bra. Az x v x/? és az & +— 2'/3 fiigguény grafikonja

Ha a kitev6 negativ egész, akkor a fliggvény az R \ {0} halmazon
értelmezhetd.

i
A
=t

EE] | K] 1 a1 N ]| L] 1

6.3. dbra. Az x +— 7! és az x — a2 fiigguény grafikonja

Trigonometrikus fiiggvények
r+sinxy, x> cosx, T—tgxr, z—ctgw

A szinusz- és a koszinuszfiiggvény az egész R halmazon értelmezett és 27-
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6.4. abra. Az x — sinz, x — cosx és az x — tg x fiigguény grafikonja

periodikus. A tangensfiiggvény m-periodikus, értelmezési tartomanya az
R\{(k+3)-7: k € Z} halmaz. A kotangensfiiggvény szintén r-periodikus,
értelmezési tartomanya az R\ {knr : k € Z} halmaz.

Trigonometrikus fiiggvények inverzei

A szinuszfliggvény R-en nem kolcsonosen egyértelmt, de a [—F,7]
intervallumra lesztikitve mdr igen, ezért itt invertdlhat6. Az inverz
fiiggvényt az arcsin szimb6lummal jel6ljiik. Ennek értelmezési tartomanya
a [—1,1] intervallum, értékkészlete a [—7,7| intervallum.

Hasonléan, a koszinuszfliggvény a [0,7] intervallumra lesz{ikitve kol-
csonodsen egyértelm, ezért itt invertdlhatd. Az inverz fliggvényt az arccos
szimbélummal jeloljiik. Ertelmezési tartoménya a [—1,1] intervallum, ér-

tékkészlete a [0,7] intervallum.
A tangensfiiggvény ugyancsak kolcsondsen egyértelmii a (—%,%) in-
tervallumra lesz{ikitve. A lesz{ikitett fliggvény inverzét az arctg szimbo-

lummal jeloljiik. Ertelmezési tartoménya a teljes R halmaz, értékkészlete a

(—%,5) intervallum.
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L5

6.5. dbra. Az x — arcsin x és az x — arccos x fiigguények grafikonjai

6.6. bra. Az x — arctg x fiigguény grafikonja

Az exponencidlis- és a logaritmusfiigguény

Az e alapu exponencidlis-, ill. logaritmusfiiggvényt az
r—e (reR),

x—logr (zeRy)
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hozzarendelések definidljak. Ezek segitségével értelmezziik a tetszdleges
alapti exponencialis- és logaritmusfiiggvényt az aldbbi médon. Tegytik fel,
hogy a > 0, a # 1 adott valés szdm, és legyen

log x

a® = ¢*1°8  tovabba log, x :

(x > 0).

- loga

Igazolhat6, hogy ez az egyetlen lehetséges definici6, ha azt akarjuk, hogy a
hatvanyozas ismert azonossdgai mind érvényben maradjanak.

6.7. abra. Az x — €% és az x — log x fiiggvények grafikonjai

Hiperbolikus fiiggvények

Az exponencidlis fiiggvények segitségével tobb 1j, a gyakorlat sza-
madra is fontos fliggvényt definidlunk. Az alabbi fliggvényeket hiperbolikus
fiiggvényeknek nevezzitk. Ezek meglep6 hasonlésagokat mutatnak
a trigonometrikus fiiggvényekkel (jollehet, a grafikonjaik nagyon
kiillonbozbek).
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Hiperbolikus fiiggvények:
Tetsz6leges x € R mellett jelolje

shz := 5 (hiperbolikus szinusz),
e’ +e? . . .
chz:= — (hiperbolikus koszinusz),
thz := il (hiperbolikus tangens)
et 4e® p 5ens).

Az elnevezést az indokolja, hogy e fliggvényekre a trigonometrikus
fuggvényekéhez igen hasonlé azonossagok teljestilnek. A kovetkezo allitas-
ban 6sszefoglaljuk a legfontosabbakat. Ezek mind kozvetlen szdmolassal
igazolhatok, az ellen6rzés részleteit az Olvaséra bizzuk.

6.6. Allitas: . Tetsz6leges = € R esetén
e ch’z —sh?z =1,

e sh(x+y)=shz-chy+chax-shy,

»n

(z +y)
h(x —y) =shxz-chy—chz-shy,
e ch(z+y)=chz-chy+shz-shy,
(z —y)

0

h(x —y) =chz-chy—shz-shy.

A hiperbolikus koszinuszfliggvény grafikonjat szoktdk még ldncgorbé-
nek is nevezni. Az elnevezést az indokolja, hogy egy, a végein rogzitett,
sajat sulya alatt bel6go lanc jo kozelitéssel ilyen fiiggvénnyel leirhat6 alakot
vesz fel.

Tartalom | Targymutatd < = <112 >



Analizis

Elemi flggvények
Tartalom | Targymutaté

<= = <113 >

6.8. dbra. Az x — sh x és az x — ch x fiiggvények grafikonjai

[

6.9. dbra. Az x — th x fiigguény grafikonja
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6.7. Feladatok
1. Igazoljuk, hogy az f : R — R,

o xacos%, haxz € R\ {0}
f(x)'_{o, haz =0

formulaval értelmezett fliggvény mindeniitt folytonos (o > 0 adott
paraméter).

2. Igazoljuk, hogy az [0, + c0) — [0, + o0),  — /z leképezés a 0
pontban jobbrél folytonos.

3. Igazoljuk, hogy minden « € R esetén cos?(arctg =) = 17z
4. Mutassuk meg, hogy minden z,y € [0,5] esetén
sinx 4+ siny . T4y
— = < gin——.
2
5. Az f : R —» R, f(z) = 3% formuldval értelmezett fiiggvény-

nek két fixpontja is van, az 1 és a 2 szdmok. Nem mond-e ez ellent a
Banach-fixponttételnek? Mihez konvergal a fixpont-iteracids sorozat?

6.Van-e pozitiv megolddsa az je=® — 2 + 1 = 0 egyenletnek? Ha

igen, szamitsuk ki legalabb 3 tizedesjegy pontossidggal!

7. Szamitsuk ki a az alabbi hatarértékeket (ha léteznek):

(a)
22 —dx +4

m ———,
z—2 1% — Hxr + 6

(b)
22 —Tr+9

m
z5+oo  3x2 45
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(c)
o3 -1
lim ,
z—1 ¢ —1
(d)
. V1lx +3 — iz + 17
lim ,
z—2 2 —5x+6

(e) .
. sinx
lim T
T—m ] 72;72
(f)
. shx
lim —,
z—0 X
(9)
. chz—1
li 5
x—0 x
(h) o 4
lim g * ,
z—0 sin bz
(4)
logtg x
x—>g 1-— Ctg .’E7
()
23 (x — 8)
z—0 sin 2z — 2sinz’
(k)
hrflro(l + zy)l/® (y > 0 rogzitett szam),
r—
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(@

(m)

1—x 142
o OBV Ve T8y T
x—0 2 '
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Megolddsok

1. z # 0 esetén f nyilvan folytonos z-ben, mert folytonos fliggvé-
nyekbdl allithato ossze (az alapmiiveletek és a kompozicio segitségével).
Elég tehat csak a 0-beli folytonosségot igazolni. Legyen x,, — 0 tetsz6leges
sorozat, akkor |f(z,)| < |z,|* — 0, azaz f(z,) — 0, tehat a fliiggvény
valéban folytonos 0-ban is.

2. Jx = 2182 minden z > 0 esetén. Legyen z,, > 0, z, — 0
tetsz6leges. Ekkor logz, — —oo, ezért \/z, = ezlogzn _, 0, tehat a

gyokfiiggvény valéban folytonos a 0-ban is.

3. Jelolje y := arctg x, akkor x = tg y. Innen:

Kifejezve cos? y-t cos® y = 7.5 adodik, ezért

1
1422

cos®(arctg x) = cos’y =

4. Feltehet6, hogy < y. Mivel a [0,7] intervallumon a szinuszfiiggvény
monoton nd, a koszinuszfiiggvény pedig monoton fogy, azért

sinE <siny és cosE >cosg.
2~ 2 2~ 2
Innen:
(sin m) . <cos r_ cos y> < (sin y> . (cos r_ cos y) ,
2 2 2 2 2 2
azaz

T
sin%cosgjLsin%cosg gsingcos%—ksin%cosg

Az addicios tételek alkalmazésaval innen

1 . 2z N 1. 2y < sin (JU " y)
—8in — + = sin — —+ =
g Sy TPy = 2 2)°

amibdl az 4llitds méar kovetkezik.
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5. A fuggvény a [0 ,2] zart intervallumot 6nmagédba képezi (mert itt
f monoton nd, és f(0) = %, f(%) = %). Ebben az intervallumban f

kontrakci6. Valoban, tetsz6leges x,y € [0,3] szdmok esetén:

D L = s

- B-2)3-y) (B-2)3-y)

A jobb oldalon z, y helyébe a maximalis értékeiket (3/2) beirva a nevez6
csak csokkenhet. Innen

3—z 3—y| |yl

[f(z) = ) <5 - lz =yl

@\OO

tehat f kielégiti a Lipschitz-feltételt § értékii Lipschitz-konstanssal, azaz
f kontrakci6 a [0,3] zart 1ntervallumban ezért itt pontosan egy flxpont]a
van (az 1 szdm), és barmely z( € [0, ] kezd&érték esetén az x4 1 :
(n € N) iteracids sorozatra x,, — 1 tel]esul

A masik fixpont (a 2 szdm) kornyezetében f nem kontrakcié (mutassuk

meg!). Ennek létezése tehat nem mond ellent a Banach-fixponttételnek.

S—xn

6. Ha f(z) := 1e™® + 1, akkor az egyenlet ekvivalens az = = f(z)
egyenlettel. Az f fliggvény monoton fogyo, és az [1,2] zart intervallumot
onmagaba képezi (valoban, f(1) = £ +1 € [1,2],és f(2) = ;55 + 1 € [1,2]).
Megmutatjuk, hogy f itt kontrakcié. Legyenek =,y € [1,2] tetsz6legesek,
feltehetd, hogy = a nagyobb. Akkor

—x —T

e _ e 1
1 |1 —e” y\§7|$*y|§1|$*y|

7@~ F)] = gle™ — V| =

tehat f valéban kontrakcié. Igy az egyenletnek 1 és 2 kozt pontosan egy
gyOke van, és ez fixpont-iterdciéval meghatarozhato, pl.

1
x1:=0, Tpy1:= Zef‘r” + 1.

Négy iterdcios 1épés utan a kozelitd megoldas 1,0845, és az els6 3
tizedesjegy a tovabbi iterdciok sordn mar nem valtozik.

7. (a)

.2 —dx 44 (z —2)? . r—2
lim —— m ————————— = 11
o222 — B+ 6 o2 (x—=2)(x—3) z—2z-3
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(b) 2 7 9
-7 9 1-L£4+ 5 1
lim w: lim w751‘2:,
z—+oo 3x24+5 z—too 3+ 5 3
(c)
31 —1)(x? 1
lim = lim (z= D" +z+ ):lim(x2+m+1):3.
z—1 x—1 r—1 x—1 r—1
(d)
. V1l +3 —Vir + 17
lim =
z—2 22 -5 +6
o V1l +3 —V4x +17 1lx + 3+ 4x + 17
= lim . =
T2 22 — 52+ 6 V1lz + 3 4+ Vdx + 17

I 11z +3 — 4z — 17 1
= lim . =
(x=3)(zx—2) 1lx+3+ iz +17

z—2

i 7(z —2) 1 7
= Im : = ——.

e—2 (z —3)(x —2) 1lz + 3+ 4z + 17 10

(e) Bevezetve az y := m — x helyettesitést (ekkor + — 7 esetén

y — 0):
. sinz . sin(m—y) . siny B
xl—rgr 1— % o y1—>0 1— (W;g)Q - y% 1— 7"2_27r7r2y+y2
. w2 sin Y . 2 siny T
= lim —= = lim . = —.
y—02ry —y? =0 \2r—y gy 2
Itt felhasznaltuk a 6.18. Példa eredményét.
() ) 2
s r _ ,—T T __ ]_
m 22 —lim &% —lime®. S =1,
z—0 =0 2z z—0 2z
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ahol felhasznéltuk a 6.20. Példa eredményét.

(9)

chz -1 . chz—1 chz+1 . ch?z —1
lim ———— = lim . = lim —————
a—0 2 chz+1 2-0a2(chx+1)

sh?x 1

= 1‘ _— —
leItI)xQ(chx—i—l) 2’

ahol felhasznéltuk az el6z6 feladat eredményét.

(h)

. tgdx . 1 sin4x
lim = = lim p— =
z—0sinbxr x—0 \cosdx sindzx
1 sin4x 5z 4 4
pr llm . . - . —_
x—0 \ cos 4x 4z sinbxr 5

ahol felhasznéltuk a 6.18. Példa eredményét.

(¢) Bevezetve az y := tg x helyettesitést (ekkor x — 7 esetén y — 1):

1 1 log(1 4 (y — 1
ogtgr _ . logy ~ lim (y og(1+ (y ))>'

mqgl—ctgx_y—ﬂl—i y—1

Most vezessiik be a z := y — 1 helyettesitést (ekkor z — 0), innen végiil:

logt log(1
mwzhm(ml).%(w):l,
xﬂ%l—Ctg[E z—0 z

ahol felhasznéltuk a 6.21. Példa eredményét.

()

23 (x — 8) 3
im ——————— = lim - - (z—8)| =
z—0sin2x — 2sinxz  z—0 \ 2sinxcosx — 2sinx

—lim<1 v ~(x—8)>—8,

z—0\2 sinz cosx —1

ahol felhasznéltuk a 6.18. és a 6.19. Példédk eredményeit.
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(k) Bevezetve a w := ngy helyettesitést (ekkor x — +0 esetén w — +oo,
mert y pozitiv!)
1/x : 1 w
= lim (14 —)"Y =¢v.
w

w——400

li
Jim (1 + zy)

0
’ 1—vV1—22 14++1—22
im : =
z—0  sin?x 1++v1—22

- 1—1+2? . 7 1 1
= lim =lm ( ——- = _,
=0 (sin®z) - (14+ 1 —22) 2-0\sinz 141 —2a2 2

Itt felhasznaltuk a 6.18. Példa eredményét.

(m)
1—a 1+I R
o 28V VT “Og 1 log (s i)
z—0 :EHO 2 x?2
_ 2
.1 log Liz .1 log(l—2?) —log(1 + z?)
= lim - - — = lim — - =-1.
z—0 2 x? —0 2 x2

Itt felhasznaltuk a 6.21. Példa eredményét.
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7. Egyvaltozés valés fiiggvények differencialszami-
tasa

Ebben a fejezetben a valos analizis egyik legfontosabb fogalmat, a differen-
cidlhdnyadost vezetjiik be. Szamtalan kozvetlen és kozvetett alkalmazésa
koziil emlitsitk meg a szélséérték problémak megoldasat és a differenci-
dlegyenletek témakorét. Ez utdbbi pl. fizikai, mérnoki, kozgazdasagi stb.
folyamatok matematikai modellezésének els6rangt eszkoze.

7.1. A differencialhanyados

Legyen f : R — R egy fiiggvény, v € Dy olyan pont, hogy nemcsak z
maga, hanem annak egy egész (ro — d,z09 + J) alakt kornyezete is a Dy
értelmezési tartomdnyba esik.

Differencidlhdnyados:
Az f fuggvény differencidlhaté (vagy derivilhatd) az xo pontban, ha az

f(=) ~ f(=0)

T—T0 T — xg

hatarérték létezik és véges. Ekkor az f/(x() szdmot az f fiiggvény zo-beli
differencidlhdnyadosdnak (vagy derivdltjinak) nevezzik.

Ha f értelmezési tartomanyanak minden pontjaban differencidlhato,
akkor roviden csak azt mondjuk, hogy f differencidlhaté.

Néha (kiilonosen, ha f-et bonyolult formula definidlja, és nem vildgos,
hogy melyik beti jelenti az argumentumot), az f’(zo) derivaltat a %(mo)
szimbolummal is szokds jelolni. Hangstlyozzuk azonban, hogy ebben
a jelolésmodban % egybetartozé szimbdlum, és nem tort, a jelolés csak a
differencidlhdnyados szarmaztatdsara utal.

Elnevezés. A definiciéban szerepl6 %ﬁémo) hényadost (ahol z # ) az
f fuggvénynek az [z¢,z] intervallumra vonatkoz6, az x( ponthoz tartozé
kiilonbségi hdnyadosdnak (vagy differenciahdnyadosdnak) nevezziik.

Ha a kiilonbségi hdanyados hatarértéke xo-ban nem létezik, de létezik
az xo-ban vett bal oldali (jobb oldali) hatarérték, akkor azt mondjuk, hogy
az f fuggvény xo-ban balrdl (jobbrol) differencidlhaté, és a széban forgo bal
oldali (jobb oldali) f (xo) (ill. f’ (x0)) hatarértéket a figgvény bal oldali
(jobb oldali) derivdltjinak nevezziik. Nyilvdnvald, hogy f pontosan akkor
derivalhat6 x¢-ban, ha ugyanott balrdl és jobbrol is derivalhato, és a bal- és
jobb oldali derivaltak megegyeznek.
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Derivdltfiigguény:

Legyen f : R — R differencidlhat6 figgvény. Az f' : R — R, z — f'(x)
fuggvényt az f fliggvény derivdltﬁigdgvényének vagy roviden derivdltjinak
nevezziik. (Az f’ fliggvényt néha a % szimbo6lummal is jeloljiik.)

A kiilonbségi hdnyados a fliggvény relativ megudltozdsdt mutatja az [z, z]
intervallumban. Ennek megfelel6en, a differencidlhdnyados a fiiggvény -
beli lokalis relativ megvaltozdsat , méri” (mdsszéval a valtozas sebességét).
Geometriailag nagyon szemléletes fogalmakrodl van sz6. A kiilonbségi
hanyados az f fliggvény grafikonjanak (xo,f(zo)) és (z,f(z)) pontjai altal
meghatdrozott szeld irdnytangense. © — x esetén a szel6k hatarhelyzete
az xo-beli érintd lesz, ily médon az f’(z) differencidlhdnyados a grafikon
(x0,f(z0)) pontjahoz htizott érintd irdnytangense. Maganak az érintének
az egyenlete tehat

y = f'(x0)(z — o) + f(z0)

(valéban, ez az egyenes illeszkedik az (z,f(x0)) pontra, és meredeksége

[ (z0))-

Xp x X0

< _ fl@)—f(z _
7.1. dbra. tg o = %ﬁéo) tg a = f'(z0)

Nyilvéanvald, hogy ha z-ban a bal-és jobb oldali derivaltak 1éteznek, de
nem egyenldk, akkor f grafikonjdhoz az (xg, f(zo)) pontban két fél-érintd is
hidzhat6, amelyek azonban nem esnek egy egyenesbe. Ekkor az xy pontot
az f fuiggvény toréspontjinak is nevezziik.
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Az (x — x0) kiilonbséget az f fliggvény argumentumdnak megovdltozdsdval
is interpretdlhatjuk. Ekkor az f(x) — f(xo) kiilonbség a fiigguényérték
megudltozdsa. Jelolje roviden Af := f(x) — f(xo) és Az := x — x, akkor

Af
/ __ g ay
f(zo) = Aligo Az’

ami magyardzza a hagyomdanyos % jelolést. Ha (x — xg)-t h-val jeloljiik,

akkor h
(o) = ;llli% f(zo + })L— f(xo)'

Konkrét fliggvények esetén a derivalt kiszamitasa akar ezzel, akar a
definiciéban szerepl6 formuldval torténhet.

A fliggvényérték relativ valtozasat a derivéltnal néha szemléletesebben
mutatja a kozgazdasagban fontos szerepet jatszo elaszticitds. Legyen
f : R — R egy differencialhat¢ figgvény, akkor az f fuggvény x-beli

elaszticitdsinak az .

f(z)
szamot nevezziik, feltéve, hogy f(x) # 0. Ha pl. = valamely joszag
arat, f(z) pedig az iranta val6 keresletet jelenti az x 4r mellett, akkor az
elaszticitas azt mutatja meg, hogy az ar 1% -os megvaltozasa kb. hany
% -os valtozast okoz a keresletben. Ez nyomban adédik a definicidval
egyenértékii alabbi dsszefiiggésbol:

Ef(z) = - f'(x)
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7.1. Példa: Ha egy egyenesvonalti mozgdst végzd (pontszerfi) test pillanat-
nyi helyzetét a t — s(t) fliggvény irja le (ahol ¢ az id6), akkor az %fo(to)
kiilonbségi hanyados a [to,t] id6tartamra vonatkoz6 dtlagsebesség. Ennek
to-ban vett hatdrértéke (azaz a to-beli differencidlhdnyados) a to-beli pilla-
natnyi sebesség. Az s elmozdulds v derivéltfiiggvénye a sebességfiigguény.
Ugyanigy, a %@’O@O) kiilonbségi hanyados a [ty,t] id6tartamra vonatkoz6
dtlaggyorsulds. Ennek to-ban vett hatarértéke a to-beli pillanatnyi gyorsulds.

7.2. Példa: (a konstans fliggvény derivdltja). Legyen f : R — R, f(z) :==¢,
ahol ¢ € R tetszbleges szam. Akkor f' = 0.

Megoldds. Tetsz6leges © € R esetén ugyanis

fa+h) —fa) _e—c_,
h - h 7

ahonnan f’(x) = 0 kovetkezik.

7.3. Példa: (az identikus leképezés deriviltja). Legyen f(x) := z (x € R).
Akkor f' = 1.

Megoldds. Tetsz6leges © € R esetén ugyanis

fath) —f@) _z+h-z
h N h v

ahonnan f’(x) = 1 kovetkezik.

7.4. Példa: Legyen f : R — R, f(z) := 322 + 2. Szamitsuk ki e fiiggvény
derivéltjat egy tetsz6leges x € R helyen.

Megoldds. A kiilonbségi hanyados

_ 2 2.2 2 2 _ 9,2
fl@+h)— f(x) :3(:13+h) +2-32" -2 32°+06zh+3h" 3z — 64 3h.
h h h
A jobb oldal hatarértéke h — 0 mellett nyilvan 6z, ezért f'z) = 6.

Az el6z6 példéabol sejthets, hogy bonyolultabb formuldval adott fiigg-
vények derivéltjdnak kiszamitdsa bonyolult hatarértékek meghatarozdasa-
hoz vezet. Olyan jellegii tételekre van tehat sziikségiink, melyek a derivalt
kiszamitasat (amennyire csak lehetséges) leegyszertisitik.

Ilyen technikak ismertetése el6tt két tételt igazolunk a derivalhatésagra
vonatkozéan. Az els6 azt dllitja, hogy a differencidlhat6sdg erésebb fogalom
a folytonossagnal.
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7.1. Tétel: . Haaz f : R — R fiiggvény derivalhat6 egy x¢ pontban, akkor
ott folytonos is.
Bizonyitds. Legyen x,, — ¢ tetsz6leges sorozat (x,, # zo), akkor

£ (en) = f(ao)| = \f i Jl

. ‘l’n — (L‘()‘ — ‘f/(1'0)| 0= O,

azaz f valéban folytonos zo-ban.

A differencidlhat6 fliggvényeket sokszor roviden ,sima” fiiggvények-
nek nevezziik, arra utalva, hogy a fliggvénynek ekkor sem szakaddasai, sem
toréspontjai nincsenek.

A kovetkezd 4llitas pedig a derivalt egyik legfontosabb alkalmazasat
alapozza meg.

7.2. Tétel: . Haaz f : R — R fliggvény derivéalhaté egy x( pontban és ott
lokélis szélsGértéke van, akkor sziikségképp f'(zo) = 0.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy f-nek zo-ban pl. lokdlis maximuma van (a bizonyitas
a minimum esetében hasonléan végezhet6 el). Legyen z,, — x( tetsz6leges olyan
sorozat, melyre z, > o minden n index esetén. Ekkor f(z,) < f(zo) miatt
W < 0, igy a hatdrértékre is teljestil, hogy f'(x¢) < 0. Ha pedig z,, — z¢
tetszéleges olyan sorozat, melyre z,, < o minden n index esetén, akkor most
flxn) < f(xo) miatt % > 0, ahonnan f’(zg) > 0. E két egyenl6tlenségbil

f'(zo) = 0 adédik, ahogy allitottuk.

A tétel értelmében, ha egy adott differencialhaté fiiggvény lokalis
széls6értékeit akarjuk feltérképezni, elég meghatdrozni a derivaltfiiggvény
zérushelyeit. Lokalis széls6értékek (ha vannak egydltaldn) csak itt lehetnek.
Hogy aztdn e pontokban valéban van-e széls6éérték, és ha igen, akkor
milyen tfpust, ezt tovdbbi meggondoldsokkal kell eldonteni. A 7.6.
szakaszban részletesebben foglalkozunk ezzel a problémakorrel.

Megjegyzés.

1. Vigyézat, a 7.2. Tétel csak differencidlhatd fiiggvényekre igaz! Igy pl. az
x — |z| abszolutérték-fliiggvénynek a 0-ban nyilvan lokdlis minimuma
van, de itt a fliggvény nem derivéalhat6 (bizonyitsuk ezt be!); a derivalt-
fiiggvénynek sehol sincs zérushelye (bizonyitsuk be ezt is!), igy a 0-beli
minimum nem kaphaté meg a derivalt zérushelyeinek feltérképezésével.
Ugyancsak nem vonatkozik a tétel olyan esetekre, ahol (tipikusan az
értelmezési tartomény hataran) csak egyoldali derivaltak léteznek. Igy
pl. a [0,1] intervallumon értelmezett z — =z identikus leképezésnek az
értelmezési tartomany bal végpontjan lokdlis minimuma, jobb végpontjan
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lokalis maximuma van; ugyanakkor a 0-ban vett jobb oldali és az 1-ben vett
bal oldali derivélt (és az Osszes tobbi pontban vett , kozonséges” derivalt
is) a definiciébol azonnal kovetkez&en 1-gyel egyenld.

2. A 7.2. Tétel nem fordithaté meg! Abbol, hogy egy fliggvény derivaltja
valahol 0, nem kovetkezik, hogy ott a fliggvénynek szélséértéke is van.
Ellenpéldaként tekintsiik az x — z° leképezést. A kovetkez6 szakaszban
megmutatjuk, hogy ennek derivéltja z-ben 322, igy a 0-ban a derivalt
elttinik. Ugyanakkor nyilvanvald, hogy a leképezésnek a 0-ban nincs
lokalis széls6értéke. A fliggvény minden pozitiv helyen pozitiv, minden
negativ helyen pedig negativ értéket vesz fel.

7.2. A derivalt kiszamitasa

El6szor az algebrai miiveletekkel képezett fliggvények derivalhatosdgat
vizsgaljuk.

7.3. Tétel: (differencidlési szabdlyok). Ha az f,g : R — R filiggvények
mindketten differencidlhaték az g € R pontban, akkor
(a) f + g is differencidlhat6 zo-ban és

(f + 9) (x0) = f'(w0) + ¢'(z0),

(b) f — g is differencidlhat6 zy-ban és

(f = 9)(zo) = f'(w0) — ¢'(z0),

(c) fg is differencidlhaté zgp-ban és

(f9) (o) = f'(z0)g(x0) + f(x0)g' (20),
(d) g is differencidlhat6 xo-ban (feltéve, hogy g(xo) # 0) és

/

(f> (o) = f'(x0)g(x0) — f(@0)g' (20)
g) " (9(x0))2 ‘

Bizonyitds. (a) és (b) a definiciébdl nyomban adédik.
(c) Egyszerti algebrai atalakitasokkal kapjuk, hogy:

f(@)g(@) — f(xo)g(zo) _ f@)g(x) — flxo)g(x) + f(x0)g(x) — f(xa)g(wo) _

T — X T — X

_ f(x) — f(xo) - g(x) + f(zo) - 9(x) — 9(330)_

Tr — X Tr — X
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A jobb oldal els6 tagja  — x¢ esetén g folytonossdga miatt (7.1. Tétel) f'(zo)g(xo)-
hoz, mig a masodik tag definici6 szerint f(z¢)g’(x0)-hoz tart, ami az 4llitast iga-

zolja.
(d) Hasonl¢ &talakitasi tritkkot alkalmazunk:
a1 f@glo) - fe)gla)
T — xo g(x)g(zo) x — g
_ b f@)g(xo) — f(wo)g(xo) + f(xa)g(wo) — fwo)g(x) _
9(x)g(xo) T — T
LU (o @) = ) g = glw)
— i (s =L g =l

A jobb oldalon a nevez6 x — z esetén g folytonossaga miatt (7.1. Tétel) (g(zo))>-
hez, a zardjeles kifejezés els6 tagja f'(zo)g(xo)-hoz, a madsodik pedig f(xo)g’(zo)-
hoz tart. Innen az allitds mar kovetkezik.

Mar tudjuk, hogy a konstans fliggvény derivaltja mindentitt O (1d. a 7.2.
Példat). Ezt kombindlva a 7.3. Tétel (c) és (d) pontjaval, a kovetkezd
eredményeket kapjuk (amelyeket szintén érdemes megjegyezni):

(e) Haaz f : R — R fliggvény differencidlhaté az o € R pontban,
akkor minden ¢ € R konstans esetén a ¢ - f fliggvény is differencidlhato
ro-ban, és

(¢ f)(zo) = ¢ f'(x0).

(f)Haaz f : R — R fiiggvény differencidlhat6 az o € R pontban és
f(x0) # 0, akkor az % reciprokfiiggvény is differencidlhaté xq-ban, és

/

(3) e =~tftey

A szorzat derivalasi szabalyat (7.3. Tétel (c) pont), értelemszertien
altalanosithatjuk ketténél tobb tényez6s (de véges sok tényez6bdl 4llo)
szorzatokra. Igy pl. (a rovidség kedvéért az argumentumokat elhagyva)
haromtényez&s szorzatra

(fgh)' = f'gh+ fg'h+ fgh',
négytényezss szorzatra
(abed) = a'bed + ab'ed + abc'd + abed
és igy tovabb.
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7.4. Tétel: (Osszetett fliggvény differencidlasa). Ha az f : R — R fiigg-
vény differencialhat6 az zp € R pontban, a g : R — R fiiggvény pedig
differencidlhaté az f(xo) pontban, akkor a g o f Osszetett fliggvény is
differencidlhat6 xy-ban, és

(g0 ) (z0) = g'(f(20)) - £ (0)-

Bizonyitds. Legyen z,, — xg egy tetszbleges sorozat. Tegyiik fel el8szor, hogy
f(zy) # f(zo) semmilyen indexre. Ekkor:

9(f(n)) = 9(f(x0)) _ 9(f(xn)) = g(f(w0)) flxn) = f(z0)

Tn — To f(frn) - f(ﬂ?o) Tn — Lo ’

ahonnan a jobb oldal hatérértéke nyilvan ¢'(f(zo)) - f'(z0).

Az 4llitds igaz marad akkor is, ha véges sok indexre f(x,) = f(zo) (a fenti
kifejezés értelmes marad minden, elég nagy indexre, igy a hatarérték valtozat-
lan marad). Ha pedig végtelen sok indexre teljesiil, hogy f(z,) = f(x¢), akkor
sziikségképp f’(zo) = 0 (vajon miért?!), tovabba ezen indexekre

9(f(xn)) = 9(f(x0))

Tp — o

:O7

a fennmaradé indexekre pedig

9(f(xn)) — 9(f (x0))

Tp — To

= g'(f(@0)) - f'(zo) =0,

tehat a kiilonbségi hdnyados minden esetben a ¢'( f(zo)) - f'(z0) szdmhoz tart.

Mivel a fliggvénykompozicié soran a kiils6 g fliggvényt agy is felfog-
hatjuk, hogy az valdjaban f-t6l (pontosabban az f(z) fliggvényértékektol)
tugg, a 7.4. Tétel éllitdsa az alabbi alakba is irhato:

dg _dg df
de df dz’

Ezen forma alapjan a 7.4. Tételt ldncszabdlynak is nevezik. Hasonl¢ allitas
igaz tobbszordsen Osszetett fliiggvényekre is. PL, ha u(z) = h(g(f(x))),
akkor

u'(z0) =1 (g(f(x0))) - ¢'(f (w0)) - f' (o),

vagy roviden
dh dh dg df

dr  dg df dx’
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7.5. Tétel: (azinverz fiiggvény differencidlasa). Haaz f : R — R fiiggvény
differencidlhat6 az zo € R pontban, f'(zo) # 0, az f~! inverz fiiggvény
pedig létezik és folytonos az f(zo) pont egy kornyezetében, akkor f~!
differencidlhaté f(xg)-ban, és

1
f'(wo)”

Bizonyitds. Jelolje yo := f(xo), és legyen y € Dy-1 (= Ry) tetszdleges. Jelolje
tovébbé z := f~1(y), akkor

71 y) =~ (wo) T — T 1

Y—"% © f(z) = f(mg) L@=fl=o)"

r—Io

(f~) (f(20) =

Ha most y — o, akkor f~! folytonossdga miatt  — z, igy a jobb oldal %-hoz
tart, ahogy allitottuk.

Ha az f leképezést, pongyolan fogalmazva, egy = — f leképezésnek
fogjuk fel (ami tehat az z-értékekhez f-értékeket rendel), akkor az inverz
leképezés egy f +— = tipust leképezés. Ebben a felfogasban az inverz
tiiggvény derivéltja 3—]”5, a 7.5. Tétel allitasa pedig a kdvetkez6 szemléletes
(bar nem egészen korrekt, mindenesetre konnyen megjegyezhet®)

dx 1
F T df
T

alakba irhato.
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7.6. Tétel: (paraméteresen adott fliggvény derivédlasa). Legyen f : R — R
és g : R — R olyan fliggvény, hogy

(a) f és g differencidlhatok egy ¢y € R pontban és f/(ty) # 0;

(b) az f~! inverz fliggvény létezik és folytonos az f(to) pont egy kdrnyeze-
tében.

Akkor az z := f(t), y := g(t) paraméteresen megadott fliggvény (azaz az
y(x) = g(f~(z)) formuldval értelmezett fiiggvény) differencidlhaté az
zo = f(to) pontban, és

dy g'(to)
2z ™ = Filey)

Bizonyitds. A szoban forg6, az y(z) := g(f~'(x)) formuléval értelmezett fiiggvény
derivéltja (felhasznédlva a 7.4. és 7.5. Tételeket):

W (2) = /(5 (@) - (7Y (o) = L

A tétel allitdsa a kovetkez6 szemléletes, konnyen megjegyezhet forma-
ba is irhato:

d
o %
dx_da:'

dt

7.3. Néhany elemi figgvény derivaltja

A kovetkezd elemi fliggvények jol ismert formuldkkal adottak: feltessziik,
hogy (szokdsos modon) a lehetd legb6vebb tartomanyon értelmezettek. A
rovidség kedvéért a derivéldst a formula utdni vessz6 jeloli.

Az aldbbi allitdst mar lattuk (7.2. Példa), itt csak a teljesség kedvéért
ismételjiik meg.

7.1. Allitas: (a konstans fiiggvény derivaltja). Tekintsikk az R — R, z — ¢
tiiggvényt (ahol c € R tetsz6leges szam). Akkor

7.2. Allitas: (lineéris fiiggvény derivaltja). Tekintsiik az R — R, z — az
fiiggvényt (ahol a € R tetsz6leges szdm). Akkor

(ax) =a (z €R).
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Bizonyitds. Valoban, %w = g, ahonnan az allitds mar kovetkezik.
7.3. Allitas: (kvadratikus fiiggvény derivaltja).

(22) =2z (z €R).

Bizonyitds. A szorzat derivaldsara vonatkoz6 7.3. (c) Tétel és az el6z6 allitas szerint

() =(x-2) =1-z+x-1=2x.

27 7 2z

7.4. Allitas: (hatvényfiiggvény derivéltja). Az el6z6 allitdshoz hasonléan
(z € R),

(2. 2) =2z -z + 2% 1 =322
(x € R),

(:173)/ _

() = (@® z) =322 z+ 23 1 =448
6s igy tovdbb, minden n € N-re:

(z") = nx

"=l (z€R).

7.5. Allitas: (az exponencidlis fiiggvény derivaltja).

) =e* (z€R).

Bizonyitds. Felhasznélva a 6.20. Példa eredményét:

z+h _ x h—l
u:em.eh — et (hah—>0)

7.6. Allitas: (tetszSleges alapu exponencialis fliggvény derivaltja).

(a®) =a®-loga (v €R),

ahol a > 0, a # 1 tetsz6leges szam.
Bizonyitds. Definici6 szerint a® = ¢*1°6%. Felhasznalva az el6z¢ allitast és az

Osszetett fliggvény derivalasarol szol6 7.4. Tételt:
(aa:)/ _ (ew-loga)/ _ ez-loga . 1oga = a® - log a.

< = 132>
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7.7. Allitas: (a természetes alapti logaritmusfiiggvény derivaltja).
, 1
(logz) = - (x > 0).

Bizonyitds. Jeldlje f(x) :=logx, g(z) := €%, akkor f = g~!. Felhaszndlva az inverz
fuggvény derivaldsdra vonatkozé 7.5. Tételt:

/ _ —111, — 1 — 1 :1
£@) =67 @) = oy = e = o

Megjegyezziik, hogy a derivaltat kozvetlentil is kiszdmithatjuk:

log(z + h) — logx _ llogx—’—h _ llog(l—&—%) Hl,
h h h x u x

ha h — 0. Itt felhasznaltuk a lim;_,¢ w = 0 nevezetes hatarértéket.

7.8. Allitas: (tetsz6leges alapti logaritmusfiiggvény derivéltja).
1
1 B
(g, 2) = ' (2>0),

ahol a > 0, a # 1 tetsz6leges szam.

Bizonyitds. Definici6 szerint log, x = igg ~. Innen, felhasznélva az el6z6 éllitast:

’

(og,a) = (152) =

loga z-loga’

7.9. Allitas: (altalanos, valds kitevéjti hatvanyfiiggvény derivéltja). Legyen
a € R tetszbleges valds szam (nem feltétlen egész), akkor

(%) = az®t (x> 0),

azaz a 7.4. Allitdsban szerepl6 formula nemcsak egész, hanem tetsz6leges
val6s kitevokre is érvényes.

Bizonyitds. Definici6 szerint z® = e*!°8%, Innen, felhaszndlva az exponencialis és
a logaritmusfiiggvény derivéltjat valamint az Osszetett fliggvény derivaldsarol
52016 7.4. Tételt:

(xa)/ — (e(x'logm)/ _ ea~logm CQ-
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Specidlisan o = 5 mellett (érdemes kiilon is megjegyezni):
7.10. Allités: (a gyokfiiggvény derivaltja).

(V) (z > 0).

1
PNz

Megjegyezziik, hogy a gyokfiiggvény a 0-ban nem differencidlhat6 (vajon
miért?).

7.11. Allitas: (trigonometrikus fiiggvények derivaltja).

(a)

(sinz) = cosz (z € R),
(0)

(cosz) = —sinz  (z € R),
(c) . .
(tgz) = Py (x e R\ {r-(k+ 5) : keZ}),
(d)
(arctg z) = T2 (z € R).

Bizonyitds.

(@) Felirva a kiilonbségi hanyadost:

sin(x + h) —sinz  sinxzcosh + cosxsinh — sinx

h o h
. cosh—1 bt sin h
=sing ——— - COST - —— —> COS T,
h? h
ha h — 0. Itt felhasznaltuk a lim, o 322 = 1 és a lim,_.o 1=5°% = 1 nevezetes

hatédrértékeket.
A (b) allitds hasonl6képp igazolhat6, de felhasznalhatjuk a cosz = sin (3 — )
azonossagot is:

(cosz) = (sin (g — x)) = cos (g — x) -(=1) = —sinx.

ahol alkalmaztuk az 6sszetett fliggvény derivaldsarol szol6 7.4. Tételt.
A (c) éllitas (a)-bol és (b)-b6l a hdanyados derivalasarol sz6l6 7.3. Tétel alkalmazasa-
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val adé6dik:
sinz)  coswcosz —sinz- (—sinz) 1
tgx) = = =
(tg2) (cos :17) cos? cos?

(felhasznélva a sin” z + cos? 2 = 1 azonossagot).
Végiil a (d) allitasban felhaszndljuk az inverz fliggvény derivéldsarél sz6l6 7.5.
Tételt. Legyenek f(x) := arctg z, g(z) := tg z, akkor g inverze épp f, és:

1
f'(z) = (g7 (2) = ———— = cos®arctg =.
9 (g7 (z))
Jelolje .szSt a révic}ség kedvéért z := arctg x, akkor z = tgz = S-=. Innen
g =8z — lcos 2 — L _ ] ahonnan cos? z kifejezhetd z fiiggvényében:

cos’(arctg ) = cos® z = 175z, ahogy éllitottuk.

7.12. Allitas: (hiperbolikus fiiggvények derivaltja).

(a)
(shz) = chz,

(b)
(chz) =shz.

Bizonyitds. A hiperbolikus fliggvények definici6jabdl, felhaszndlva az Osszetett
fuggvény derivaldsarol szol6 7.4. Tételt:

T _ ,—T T __ =T, (__ 2 —x
(shx)'z(e 26 ) e —e - (1) e*+e

és hasonl6an:

x —x ! x -z . (_1 2 _ —«x
(Chx),:<e —|—2€ ) _ e te ( ):e " e

|

|

|
@)
=
8

A fenti formulék alapjan és a derivélasi tételek felhaszndlasaval lényegé-
ben minden, a gyakorlatban el6fordul6 fiiggvény derivéltjat mar ki tudjuk
szamitani, még az olyan szokatlan és/vagy bonyolult fiiggvényekét is,
amelyeket az alabbi példak illusztralnak.

7.5. Példa: Legyen f : Ry — R, f(z) := 2” . Szamitsuk ki f derivéltjat.

Megoldds. Definici6 szerint 2* = e*°8%, innen az dsszetett fiiggvény derivalasarol
sz06l16 7.4. Tétel szerint f differencidlhato, és

1
f'(z) = erlos=. (1 logx +x - x) =2"- (logz + 1).
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Egy masik, jol hasznadlhaté modszer ilyen tipust feladatok megoldédséra
a logaritmikus derivilds. Vegylik az f(x) = z” egyenl6ség mindkét oldalanak
logaritmusat: log f(z) = x log x. Derivéljuk mindkét oldalt, és a bal oldalon
hasznéljuk az 6sszetett fliggvény derivalasarol szol6 7.4. Tételt:

1
f(z)

A kapott egyenl6ségbdl f/(z)-et kifejezve

1
f'(z) =logx +x - e

J'(@) = f(2) - (logwr +1) = 2" - (log + 1),

egyezésben a kordbban kapott eredménnyel.

Bar a logaritmikus derivalds mindig megkeriilhet, a médszer azonban
sokszor gyorsabban vezet célhoz. Kiilonosen igaz ez olyan esetekben,
ahol olyan tortkifejezést kell derivélni, amelyben a szdmlal6 és a nevezd is
soktényez8s szorzat. Most ilyen esetre mutatunk példat.

7.6. Példa: Legyen f(z) := % (a lehetd legb&vebb tartomanyon

értelmezve). Szamitsuk ki f derivaltjat.

Megoldds. Vegyiik a definidl6 egyenl6ség mindkét oldalanak logaritmusat:
log f(x) = plogx + qlog(ax + b) — rlog(cx + d).

Mindkét oldalt derivalva azt kapjuk, hogy

1 ") = P a o
f(@) f(x)_x+ax+b cx+d’

ahonnan f’(z) mar kifejezhet6:

oy 2P(laz+0)T (p ag  cr
Flw) = (cx +d)" eraJ;—i—b cx+d)’

7.4. Implicit fliggvények derivalasa

Végiil roviden vazoljuk az implicit médon adott fiiggvények derivalasdnak
technikajat. Pontos tételek kimondasa helyett a problémat két példan
keresztiil mutatjuk be.
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7.7. Példa: Tegyiik fel, hogy egy v : R — R, = — y(z) tipust (alkalmas
intervallumon értelmezett) fliggvény explicit formula helyett az alabbi
egyenl6séggel van megadva:

(14z)-y%2 =3,

Keressiik az y fliggvény derivaltjat egy x helyen.

Megoldds. A természetes megkozelités, hogy a definidlé egyenl&ségbdl y-t kifejez-
ziik x fliggvényeként:

3 \2/3
- (1+x> =323 (L4 )7,

majd derivalunk:
2 5/
y = —3%/3. 3 (14 2)7%/3,

Azonban ez az Gt nem mindig jarhat6, mert sok esetben y-t nem is lehet explicit
forméaban kifejezni.

Ehelyett derivéljuk kozvetlentil a definialé egyenl6ség mindkét oldalat. A bal
oldalon alkalmazzuk az Osszetett fliggvény derivélasardl szol6 7.4. Tételt:

3
P () Sty =0
Ebbdl i’ kifejezhet6:

y helyére akar a kordbban kapott kifejezést is beirhatjuk:
’—,g L 2/3 72/3772 2/3 —5/3
V="3"1+2 3 (1+=x) =-3 3 (1+=x) ,
egyezésben az el6z6 eredménnyel.
A bemutatott implicit differencidldsi médszer kiillonosen akkor el6nyos, ha
a derivéltat csak néhany, adott (x,y) koordinatakkal jellemzett pontban kell
kiszamitani. Ezt illusztrélja a kovetkez6 példa.

7.8. Példa: Tekintsiik azt az (alkalmas intervallumon definidlt) y : R — R,
z — y(x) tipusu fliggvényt, amelyet az aldbbi egyenlet hatdroz meg:

ct+y=y" — 23+ 25

Szamitsuk ki a derivaltat az x = 1, y = 1 koordinataja helyen (amely kielé-
giti az egyenletet, azaz az (1,1) pont rajta van az y fliggvény grafikonjan).

Megoldds. Most y-t nem tudjuk explicit formdban kifejezni x fliggvényeként (ehhez
7-edfoku egyenletet kellene megoldani). Derivéljuk az egyenléség mindkét oldalt,
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a bal oldalon alkalmazva az ¢sszetett fiiggvény derivaldsarol sz6l6 7.4. Tételt:
144 = 75 — 32 + 6%

Innen ¢’ kifejezhet6. A konkrét (z,y) = (1,1) helyen y/(1) = 5 = 1.

7.5. A differencialszamitas kozépértéktételei és alkalmazasai

Ebben a szakaszban olyan jellegii tételeket mondunk ki és bizonyitunk
be, amelyek intervallumon értelmezett fliggvényeknek az intervallumra
vonatkoztatott kiilonbségi hanyadosai és valamely ,kozbiils6¢” helyen vett
differencidlhdnyadosai kozotti kapcsolatra utalnak.

E szakaszban mindvégig feltessziik, hogy az itt szerepld fiigguények folytonosak
egy korldtos és zdrt [a,b] intervallumon, a nyilt (a,b) intervallum pontjaiban pedig
differencidlhatok. A végpontokban val6 egyoldali differencidlhatésagot nem
sziikséges feltenni.

7.7. Tétel: (Rolle tétele). Ha f(a) = f(b), akkor van (legaldbb egy) olyan
x € (a,b) pont, hogy f'(z) = 0.

Bizonyitds. Ha f konstans fliiggvény, akkor derivaltja azonosan 0, igy a tétel allitasa
nyilvanvaléan igaz. Ha f nem konstans fliggvény, akkor Weierstrass tétele (6.1.
Tétel) miatt [a,b]-n van maximumhelye és minimumbhelye. Ezek koziil legaldbb
egyik a nyilt (a,b) intervallumba esik, azaz nem lehet mindkettd az intervallum
végpontja (mert akkor f konstans volna). Jelolje x a nyilt (a,b) intervallumba es6
maximum- vagy minimumbhelyet. f derivaltja itt sziikségképp zérus (7.2. Tétel).

7.2. 4dbra. A Rolle-tétel szemléltetése

A tétel geometriailag nagyon szemléletes. Azt fejezi ki, hogy az f
fuggvény grafikonjanak [a,b] intervallumra vonatkoz6 (vizszintes!) szelGje
onmagaval parhuzamosan elmozgathat6 oly moédon, hogy az elmozgatott
egyenes érinti a grafikont valamilyen kozbiils6 helyen.
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Rolle tétele dltalanosithaté nem feltétlen vizszintes szelGvel rendelkezb
fuggvényekre.

7.8. Tétel: (Lagrange-féle kozépértéktétel). Létezik (legalabb egy) olyan
z € (a,b) pont, hogy
fb) = f(a)

Bizonyitds. Legyen F(z) := f(z) — W(m —a). Ez az F fuggvény nyilvan
folytonos [a,b]-n, differencidlhaté (a,b)-n, tovabba konnyen ellendrizheten
F(a) = F(b) = f(a). F-re alkalmazva Rolle tételét (7.7. Tétel), kapjuk, hogy
alkalmas = € (a,b) helyen F’'(z) = 0. Vildgos, hogy F'(z) := f'(z) — W,
ezért f'z) = w, ahogy azt allitottuk.

a

A Lagrange-kozépértéktétel szemléletes jelentése hasonl6 a Rolle téte-
léhez. Azt fejezi ki, hogy az f fliggvény grafikonjanak [a,b] intervallumra
vonatkozo6 szel6je onmagéval parhuzamosan elmozgathaté oly médon,
hogy az elmozgatott egyenes érinti a grafikont valamilyen kdzbensd he-
lyen. Mds megfogalmazasban: az [a,b] intervallumra vonatkozé kiilonbségi
hanyados pontosan egyenld a fliggvény valamely kozbiilsé helyen vett
differencidlhdnyadosaval.

S

7.3. dbra. A Lagrange-kozépértéktétel szemléltetése

A tétel tovabb altalanosithato.
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7.9. Tétel: (Cauchy-féle kozépértéktétel). Legyen f és g a szakasz elején
megfogalmazott tulajdonsdgu fiiggvény. Tegytik fel, hogy ¢'(z) # 0 sem-
milyen = € (a,b) esetén. Akkor létezik (legalabb egy) olyan = € (a,b) pont,

hogy
fi(z) _ f(b) — f(a)

9@ gb)—gla)’

Bizonyitds. A bizonyitds technikdja hasonl6 az el6z6 tétel bizonyitdsahoz. Legyen
F(z) := f(x) — ’;Ezgig((g)) (9(z) — g(a)). Az F fuggvény nyilvan folytonos [a,b]-n,
differencialhat6 (a,b)-n, tovabba F(a) = F(b) = f(a). F-re alkalmazva Rolle
tételét (7.7. Tétel), kapjuk, hogy alkalmas z € (a,b) helyen F'(z) = 0. Mivel

F/(,CC) = f/(‘L) - g(b) — g(a) g/(.’E),
ezért
@) _ f0) - f(a)
gx) g0 —gla)’
ahogy allitottuk.

A kovetkezdkben a fenti kozépértéktételek néhany kozvetlen alkalma-
zasat mutatjuk be. Els6 példank el6tt emlékeztetiink arra, hogy a konstans
fiiggvény derivéltja azonosan 0 (7.2. Példa). Most mar meg tudjuk mutatni,
hogy ennek megforditdsa is igaz.

7.13. Allitas: . Ha az f fiiggvény derivéltja azonosan 0 az (a,b) intervallu-
mon, akkor f sziikségképp azonosan konstans (a,b)-n.

Bizonyitds. Legyen x € (a,b) tetsz6leges. Alkalmazzuk a Lagrange-kozépértéktételt
az [a,x] intervallumra. Eszerint alkalmas ¢ € (a,x)-re f'(t) = w teljestil.

Amde f'(t) = 0, ezért f(z) = f(a). Tehat f valéban azonosan konstans (a,b)-n
(mindentitt az f(a) értéket veszi fel).

Kovetkez6 példank a Banach-fixponttétellel (6.3. Tétel) kapcsolatos.
Emlékeztetiink rd, hogy a fixpont létezésének feltételei kozott az szere-
pelt, hogy a széban forgé f fliggvény kontrakcié legyen, azaz kielégitse a
Lipschitz-feltételt valamely 1-nél kisebb Lipschitz-allandéval. A gyakor-
latban ezt eléggé nehézkes ellendrizni. Sokkal egyszer(ibb a helyzet, ha f
differencidlhato is.

7.14. Allitas: . Ha az f’ derivaltfiiggvény folytonos a (korlatos és zart) [a,b]
intervallumon és itt | f/| < 1 teljesiil, akkor f kontrakci6 [a,b]-n.
Bizonyitds. Jelolje ¢ az | f’| fliggvény [a,b]-n vett maximumaét (ez Weierstrass tétele
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értelmében létezik, 1d. a 6.1. Tételt). Ekkor nyilvan ¢ < 1. Legyenek z1,z2 € [a,b]
tetsz6leges pontok. Az [z1,z2] intervallumra a Lagrange-kozépértéktételt
felhasznédlva kapjuk, hogy van olyan x € (x1,22) pont, hogy

[f(z1) = f(z2)] = | (@)] - |21 — 22| < g+ |21 — @2,
azaz f valéban kontrakci6 [a,b]-n

Most megmutatjuk, hogy egy fliggvény monoton novekedése illetve
fogyéasa eldonthetd pusztan a derivéltfiiggvény elGjelének ismeretében:

7.15. Allitas: . A differencidlhat6 f fiiggvény pontosan akkor monoton
novo (fogyo) az (a,b) intervallumon, ha f > 0 (a,b)-n (ill. f* < 0 (a,b)-n).
Bizonyitds. Csak a monoton novekedés esetével foglalkozunk, a masik eset
hasonléan bizonyithat6. Tegyiik fel, hogy f monoton n6vd (a,b)-n, és legyenek
a < xp < x < btetszbleges szamok. A monoton novekedés miatt f(zo) < f(x),
kovetkezésképpen Lfﬁxo) > 0. Ebbol az © — x( hatdrdtmenetet véve kapjuk
az f'(zo) > 0 egyenl6téenséget. Ez igaz minden a < zy < b esetén, azaz f' > 0
(a,b)n.

Megforditva, tegytik fel, hogy f' > 0 (a,b)-n, és legyenek a < x; < x5 < b tet-
sz0leges pontok. A Lagrange-kozépértéktételt alkalmazva az [x1,z2] intervallumra
kapjuk, hogy alkalmas = € (x1,22) esetén f/(z) = w Amde f'(z) >0,
ezért f(r2) — f(z1) > 0, azaz f(z1) < f(z2). Ezigaz mindena < z1 < 3 < b
esetén, tehat f monoton nd (a,b)-n.

Ez utébbi 4llitas a valos fliggvények menetének vizsgalatakor jatszik
fontos szerepet. Egytttal egy elegend? feltételt is kapunk a lokdlis széls6ér-
tékek létezésére (vo. a 7.2. Tétel utani megjegyzéssel, amely szerint abbdl,
hogy valamely pontban a fliggvény derivaltja 0, még nem kovetkezik, hogy
ott sziikségképp szélsdérték is van).

7.1. Kovetkezmény: . Ha valamely zy € (a,b) helyen f'(zg) = 0 és zp-ban
a derivaltfiiggvény eldjelet vilt, azaz

(a) egy (x¢ — d,z9) intervallumon f" > 0 és egy (zo,zo + €) intervallumon
pedig ' <0,

vagy

(b) egy (zo — d,x0) intervallumon f' < 0, egy (x¢,z0 + €) intervallumon
pedig f/ >0

(alkalmas §,e pozitiv szdmok mellett), akkor f-nek xy-ban biztosan lokalis

szélsbértéke van, éspedig az (a) esetben lokalis maximuma, a (b) esetben
pedig lokdlis minimuma.

Bizonyitds. Az (a) esetben a 7.15. Allitds értelmében f monoton né az (¢ — d,70)
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intervallumon és monoton fogy az (zg,zo + €) intervallumon, z,-ban tehat
lokdlis maximuma van. Hasonldan, a (b) esetben f monoton fogy az (zo — d,x0)
intervallumon és monoton né az (zg,zo + €) intervallumon, zy-ban tehéat lokalis
minimuma van.

27z

A kovetkez6 szakaszban a szélsdérték létezésének eldontésére még
egyszertibb feltételt fogalmazunk meg.

Ne gondoljuk, hogy egy fliggvény lokalis széls6értéke mindig ilyen

tulajdonsagu, azaz monoton szakaszok ,elvalasztépontja” (bér a legtobb

gyakorlati esetben ez igaz). Ellenpéldaként tekintsiik pl. az aldbbi
formulaval értelmezett fliggvényt:

z?sin? 1, haz e R\ {0}

flz) = { 0, hax = 0.

Ez a fiiggvény mindeniitt differencidlhaté (a 0-ban is! - bizonyitsuk ezt
be!). A fliiggvénynek a 0-ban nyilvan minimuma van, mert f(0) = 0 és
minden z-re f(z) > 0. Ugyanakkor a 0-nak barmilyen kis kornyeze-
tében végtelen sok hulldmot vet, azaz nincs olyan bal- ill. jobb oldali
kornyezete a 0-nak, ahol f monoton volna.

Végiil a kozépértéktételek egy hatarértékszamitasi alkalmazasat mutat-
juk be. Ennek alapja az alabbi tétel.

7.10. Tétel: (L'Hospital-szabdly). Legyenek az f és g fiiggvények differen-
cidlhatok az zp € R pont egy kornyezetében. Ha

(@) f(zo) = g(wo) = 0 &s
(b) @ limy, .z, L) hatarértek létezik,
akkor a lim, ., % hatarérték is létezik, és

f@) _ @)

w50 g(a) ot (@)

Bizonyitds. A Cauchy-kozépértéktétel (7.9. Tétel) szerint tetszbleges x < z¢-hoz
vanoly t € (z,z0), hogy ’gc ,8; = % = % (itt felhasznéltuk az (a) feltételt).
Ha most x — =z, akkor nyilvan ¢t — z is teljesiil. A bal oldalnak a (b) feltétel

szerint létezik hatdrértéke, ezért a jobb oldalnak is létezik, és ezek egyenlSk.

A tétel az un. ,,0/0” tipust hatarértékek kiszamitasara ad lehetSséget.
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A modszer a gyakorlatban akkor hasznélhato, ha az Gj lim, .4, % hatar-
érték kiszamitasa egyszer(ibb, mint az eredeti hatarértéké. El6fordulhat,
hogy ehhez a fenti tételt tobbszor is kell alkalmazni egymas utén.

7.9. Példa: Szamitsuk ki a

log(1 + )
z—0 arctgx

hatarértéket (ha létezik egyaltalan).

Megoldds. Konnyt latni, hogy a L'Hospital-szabdly feltételei teljestilnek a 0 pont
koriil. A L'Hospital-szabalyt alkalmazva azt kapjuk, hogy

log(1 1

=1
=0 arctgr  2-0 ’

142

mivel a szdmlalé és nevezd derivaltjai a 0-ban folytonos fiiggvények, igy hanyado-
suk hatarértéke egyszerfien a helyettesitési értékiik hdnyadosa (ez értelmezve van,
mert a nevezd 0-ban vett derivaltja 0-t6l kiilénbozik).

7.10. Példa: Szamitsuk ki a

cosz — 1
im ———
@—0 sh’z
hatarértéket (ha létezik egyéltalan).
Megoldds. A L'Hospital-szabdly feltételei ismét teljestilnek a 0 koriil. Innen kapjuk,
hogy

i 987 1 I —sinz i 1 sin

im —— =lim ——— =—( lim —— | - ( lim .

=0 gh’z x—0 2sh zch z z—0 2ch z—0 sh x

A jobb oldali els6 hatarérték a kifejezés helyettesitési értéke, azaz 1. A mésodik
hatarértékre pedig ismét alkalmazhaté a L'Hospital-szabély, ahonnan

cosr — 1 1 .. cosz 1
Iim ——=—=-1 = ——

m = .
=0 gh?r 2 z—0chz 2

e it I it —

Gyakori hiba, hogy nem ellenérizziik a L'Hospital-szabaly feltételeinek
meglétét, mindenekel6tt azt, hogy vajon teljestil-e, hogy f(xo) = g(xo) =
0. Ennek elmulasztdsa természetesen hibds eredményekhez vezethet.
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A L'Hospital-szabdly egy jol hasznédlhato, ,mechanikus” eszk6z bizo-
nyos hatdrértékek kiszdmitdsara. Haszndlatanak veszélye éppen ebben van.
Eléfordulhat ugyanis, hogy ha az ad6dé egyszerfisitési lehet6ségeket nem
hasznaljuk ki, akkor a L'Hospital-szabdly az eredetinél bonyolultabb szamo-

. 1626 1

lasokhoz vezet. Ilyen egyszerfisitési lehet6ség az el6z6 példdban az scha
tényezo kiemelése, melynek O-beli hatarértéke egyszertien a helyette51tes1
érték. Még vildgosabban lathat6 ez a lim, o % hatarérték példajan.
A mechanikus hozz4éllds szerint ennek kiszdmitdsa a L Hospital-szabaly
1000-szeri alkalmazasaval kellene, hogy torténjék, ha nem vessziik észre,
hogy ez a hatérérték a mar ismert lim,_.o ¥22 hatérérték 1000-ik hatvanya,
azaz 1.

A tételt a ,0/0” tipust hatdrértékekre mondtuk ki. Bizonyitds nélkiil
megjegyezziik, hogy hasonlé L'Hospital-szabdly alkalmazhat6 az an.
, 22" tipust hatéarértékekre is, amikor tehat az f(zo) = g(zo) = 0 feltétel
helyett a lim, .., f(x) = lim,_.,, g(z) = +00 egyenl&séget tessziik fel.
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7.6. Magasabbrendii derivaltak és szélsoértékfeladatok
Legyen f : R — R egy intervallumon differencidlhato fiiggvény.

Mudsodrendii derivdlt:

Az f’ derivaltfliggvény valamely x( pontbeli derivéltjit az eredeti f fligg-
vény xo-beli mdsodrendii differencidlhdnyadosdnak (mdsodrendii derivdltjinak)
nevezziik, és az f"(xp), %(xg) szimboélumok valamelyikével jeloljitk. Ha-
sonldan, az f’ derivéltfiggvény derivéltfliggvényét az eredeti f fliggvény

mdsodrendti derivdltfiigguényének nevezzik. Jele f” vagy %.

Hasonl6an definidljuk a harmadrendi, negyedrendfi stb. derivaltakat is.
A k-adrenddi derivaltfiiggvény jele f¥) vagy 32—{. Megéllapodunk abban is,
hogy a 0-rend{i derivalt magat az eredeti f fiiggvényt jelenti. Azt mondjuk,
hogy az f fuggvény k-szor folytonosan differencidlhatd egy I intervallumon, ha
az f) derivéltfiiggvény létezik és folytonos I-n.

Az el6z6 szakasz eredményeib6l most mar konnyen levezethetd a loka-
lis széls6értékek létezésének egy tjabb, elegendd feltétele.

7.11. Tétel: . Tegyiik fel, hogy az f : R — R fliggvény kétszer folytonosan
differencidlhat6 az xo € Dy pont egy kornyezetében és

f/(.’lfo) = O, de f”(IQ) 7& 0.

Akkor f-nek xo-ban lokalis szélsértéke van, mégpedig lokalis minimuma,
ha f"(z0) > 0, ill. lokdlis maximuma, ha f”(z¢) < 0.

Bizonyitds. Mivel f” folytonos zo-ban és f”(x¢) # 0, azért f"-nak egy (zo— 9,29+ 9)
alakd kornyezetére is igaz, hogy ott f” # 0 (valamilyen § > 0 szdm mellett).
Legyen ittpl. f” > 0. Ekkor f/ monoton né ebben az intervallumban (7.15. Allitas).
Mivel pedig f'(z¢) = 0, ezért f' < 0 az (z¢ — 6,x¢) intervallumban és f’ > 0 az
(wo,z0 + ¢) intervallumban, azaz f’ elGjelet valt xp-ban. fgy f-nek valéban lokalis
minimuma van zg-ban (7.1. Kévetkezmény). A lokélis maximumra vonatkozé
allitas ugyanigy lathato be.

Az eddigiek alapjan az egyvaltozods valds fliggvények lokalis széls6-
értékhelyeinek meghatarozasa az aldbbi algoritmussal torténhet. Legyen
az f fliggvény folytonos az [a,b] intervallumon, és kétszer folytonosan
differencidlhaté az (a,b) intervallumon.

o 1. 1épés: Kiszamitjuk f derivaltfiiggvényét.

o 2. 1épés: Meghatdrozzuk a derivaltfiiggvény zérushelyeit. Ezek a
lehetséges széls6értékhelyek (az tn. staciondrius pontok).
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e 3. 1épés: Minden staciondrius pontban kiszamitjuk az f fiiggvény
masodrendi derivaltjat. Ha ez pozitiv (negativ), akkor a fliggvénynek
itt lokalis minimuma (maximuma) van.

Ha egy staciondrius pontban a masodrendti derivélt zérus, akkor eddigi
eszkozeinkkel nem tudjuk eldonteni, hogy van-e itt lokdlis széls6érték,
és ha igen, milyen tipusui. Ez (a legtobb esetben) a még magasabb rendii
derivéltak vizsgalatdval hatarozhat6 meg. Ennek részleteivel azonban nem
foglalkozunk, mert a gyakorlati esetek tilnyomé tobbségében az eddigi
tételek hasznélata elegendd.

Hangstlyozzuk, hogy ez az algoritmus a lokdlis szélséértékhelyek feltér-
képezésére alkalmas, és csak kétszer folytonosan differencidlhaté fliggvények
esetén miikodik jol. Az algoritmus nem alkalmas sem olyan lokélis széls6-
értékek megkeresésére, ahol a fliggvény nem differencialhat6, sem pedig az
abszoliit szélsoértékhelyek megkeresésére, ha azok az értelmezési tartomény
valamelyik végpontjaban helyezkednek el.

Az algoritmust ezért néha célszerti kiegésziteni az alabbi 1épéssel:

o 4. lépés: Kiszamitjuk az f(a) és f(b) fliggvényértékeket, és ellen-
Orizziik, hogy ezek szélstértékhelyek-e, azaz az itt felvett valame-
lyik fiiggvényérték kisebb-e az el6z6ekben meghatarozott lokélis mi-
nimumértékek legkisebbikénél is, ill. nagyobb-e a a lokdlis maximu-
mértékek legnagyobbikanal is.

Ez a lépés értelemszertien elmarad, ha pl. f egy nyilt intervallumon
vagy az egész R-en értelmezett, vagy ha a széls6értékfeladat tartalmabol
el6re tudjuk, hogy az értelmezési tartomdany hatardn nem lehet széls6érték,
ill. annak nincs gyakorlati jelentése.

7.11. Példa: Hol vannak lokalis szélséértékhelyei az f : R — R, f(z) :=
23 — 32?2 — 9x + 11 fiiggvénynek?

Megoldds. A fuggvény nyilvan (akarhdnyszor) derivalhato, derivaltja: f/'(z) =
322 — 6z — 9. Ennek zérushelyei: 21 = 3, xo = —1. Lokdlis széls6érték tehat
csak ezekben a pontokban lehet. A mdasodrendd derivélt: f”(z) = 6z — 6, in-
nen f”(x1) > 0, és f"’(x2) < 0. Ezért az x; = 3 helyen a fliggvénynek lokélis
minimuma, az 22 = —1 helyen pedig lokélis maximuma van (ld. az 4dbrat).
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7.4.8bra. Az x — 23 — 32 — 9z + 11 harmadfokii fiigguény grafikonja

7.12. Példa: Folyo6parti, 3200 m? teriilet(i téglalap alaku telket szeretnénk
venni, az egyik oldal teljes egészében a parton halad. Hogyan vélasszuk
meg a téglalap méreteit, hogy a telek bekeritésének koltsége (a parti oldal
mentén nincs kerités!) a lehet6 legkisebb legyen?

Megoldds. Jelolje x a parti oldal hosszat, akkor ra meréleges oldal hossza 3220, [gy
a kerités dsszhossza L(z) = z + %499 és ezt kell minimalizlni « fiiggvényében.
Az L fiiggvény a (0, + o) intervallumban értelmezett. Derivaltja: L'(z) = 1 — %230
amelynek zérushelyei z = 80 és © = —80. Ez utébbit eleve elvetjiilk, mert nem
tartozik L értelmezési tartoménydba (a telek oldalhossztisdga nem lehet negativ).
Az x = 80 helyen pedig L-nek lokalis minimuma van, mert itt a masodrendi

derivélt L"(z) = 2809 Ez a lokélis minimumhely egyttal abszoliit minimumhely

7

is, mert az értelmezési tartomdny (azaz a (0, + oo) intervallum) bal végpontjdban
lim, 4+ L(x) = 400, és ugyanakkor lim,_,, o, L(z) = 400 is teljesiil. Az optimalis
alaku telek oldalhossztisdgai tehdt 80 és 40 m; a hosszabbik oldal halad a part
mentén.

7.7. Newton—-modszer nemlinearis egyenletek megoldasara

Legyen az f fliggvény folytonos az [a,b] intervallumon. Tegytik fel, hogy
f(a) és f(b) kiillonbozé eljeltiek, igy Bolzano tétele értelmében f-nek biz-
tosan van zérushelye az (a,b) intervallumban.
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Tekintsiik tehéat az
flz)=0

egyenletet. Ha f-et egy bonyolult képlet definidlja, akkor ennek egzakt
megolddsara 4ltaldban nincs lehetéség. Kozelitd megolddsa azonban sok-
szor lehetséges. Egy ilyen kozelité megoldasi médszer a Newton-médszer,
amely (eltéréen az algebrai egyenletek megold6képleteitsl) a megoldést
nem véges szamu miivelet elvégzésével, hanem egy konvergens sorozat
hatdrértékeként éllitja eld.

Tegytik fel, hogy f differencidlhat6 az (a,b) intervallumon, és itt f-nek
csak egy zérushelye van. Jelolje x* ezt a zérushelyet.

A Newton-moddszer alapotlete, hogy ha mar ismerjiik az * zérushely-
nek egy z, kozelitését, akkor rendszerint jobb kozelitéshez jutunk, ha z,,
koritil az f fliggvény grafikonjat annak x,,-beli érint6jével helyettesitve,
meghatdrozzuk az érintéegyenes zérushelyét. Az eljarast aztan tetszés sze-
rinti lépésszamban megismételhetjiik. fgy, kiindulva valamilyen z; € (a,b)
kezdeti kozelitésbol, egy (x,) sorozathoz jutunk, melyrél azt varjuk, hogy
(bizonyos feltételek teljesiilése esetén) az z* megolddshoz konvergal.

/

/xn+1 Xn

7.5. &bra. A Newton-mdédszer mitkodése

Mivel az z,, pontbeli érint6 egyenlete: y = f'(zy,)(x — z) + f(zy),
az érintd zérushelye ott van, ahol f'(z,)(z — x) + f(z,) = 0, azaz z =

Ty — ]{f,(é’;)). Jelolje z,, 11 ezt a szamot, ez lesz tehdt a megoldas j kozelitése.

A kovetkez6 iteracids sorozatot nyertiik. Kiindulva egy =1 € (a,b)
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kezdeti kozelitésbdl, legyenek
f(an)

In+1 = Tn — f’(a; )
n

(n=123,.).

Igazolhatd, hogy ha f-nek egyetlenegy zérushelye van (a,b)-ben, tovabba f
kétszer folytonosan derivélhat6 az [a,b] intervallumon és f’(z*) # 0, akkor
minden ,elég j6” kezdeti 1 € (a,b) kozelitésbdl kiindulva, a fenti rekur-
zi6val definidlt sorozat az z* megoldédshoz tart. A konvergencia sebessége
altaldban igen nagy, igy elég csak néhdny iteracids 1épést végrehajtani
ahhoz, hogy elfogadhaté pontossagt kozelitést nyerjiink a megoldasra.
Az ,elégjo” kitétel azt jelenti, hogy létezik olyan (kdzelebbrdél sajnos csak
nehezen meghatarozhat6) § > 0 szdm ugy, hogy minden, z*-hoz §-nél
kozelebb es6 kezdeti kozelités esetén a kapott iterdcids sorozat biztosan
z*-hoz konvergal. Mas kezdeti kozelités véalasztdsa esetén el6fordulhat,
hogy az iteraci6 divergdl, vagy a kozelitések egy id6 utdn kiesnek az [a,b]
intervallumbdl.
A szoban forg¢ eljarast az aldbbi példan mutatjuk be.

7.13. Példa: Legyen f(x) := x? — A, ahol A rdgzitett pozitiv szdm. Ekkor
az f(x) = 0 egyenlet egyetlen (pozitiv) megoldésa: » = v/A. Kiindulva egy
tetsz6leges x1 > 0 kezdeti kozelitésbdl (pl. z1 := A ), képezziik az alabbi
iterdcids sorozatot:

2

zz—A 1 A

Bpil = Ty, = nQa: =3 (mn + :U) (n=1,.2,...).
n n

Az igy definialt sorozatra x,, — /A teljesiil (bizonyitsuk ezt be!). A konver-
gencia nagyon gyors, az értékes jegyek szdma minden iteraciés 1épésben
kb. megkétszerez6dik. A moédszer érdekessége, hogy a A szam fenti
kozelitésére pusztan az alapmfiveleteket hasznélja fel.

Konkrétan, legyen pl. A := 2. Kiindulva az x; := 2 kezdeti kozelités-
bdl, az iterdcids sorozat elsd néhany tagja (4 tizedesjegy pontossaggal):
2,0000; 1,5000; 1,4166; 1,4142;1,4142; ... , és mar a 3. iterdlt is 4 tizedesjegy
pontossaggal kozeliti a pontos v/2 megoldast.

A példa kézenfekvé mddon altalanosithaté magasabb kitevjt gyokok
szamitdsara is. Legyen m > 2 egész, és f(x) := 2™ — A, ahol A rogzitett
pozitiv szam. Ekkor az f(z) = 0 egyenlet egyetlen (pozitiv) megolddsa = =
V/A. Kiindulva egy tetszéleges z1 > 0 kezdeti kozelitésbél (pl. 21 := A), a
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<= = <150 >

xr— A 1 1 A
Tpyl '=Tp — ——7 = (1—) o (n=12,..).

mxn~ m aml

iterdcios sorozatot szolgaltatja, amelyre z,, — %/A teljesiil.

7.8. Feladatok
1. Derivéljuk az alabbi fliggvényeket:

(@ .
sin x
f(@) = cos? z’
(b) -
fla) =,
(c)

(ahol y > 0 adott paraméter),

(d)
f(z) = arctgv/1 + €7,
(e)
f(z) == log(sin® z3),
(f)

24 (f@) =2 @)+ 1,
az z = 0 helyen (implicit fliggvény).

2. Mi az alébbi kifejezések hatarértéke x — 0 esetén?

“ log V1 + 22
sin?x
(b)
log(1 + z*)
log(1 —z%)’
()

sin®

r —sing’
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(d)
VIt2z—+I-5z
sinz ’
(e) , ,
62:): _ 631
i
3. Legyenek f,g : R — R differencidlhat6 fiiggvények. Igazoljuk

az elaszticitasra vonatkozo aldbbi Osszefiiggéseket:
(a)
f(z) - Ef(z) + g(x) - Bg(x)

E(f+g)(x) = @)+ 9(@) ,

(0)
E(fg)(x) = Ef(z) + Eg(x).

4. Részlet a Magazine for the Stupid 2005.4prilis 1-i szamabdl.

"Szenzacids hir jarta be a minap a tudomanyos vilagot. Egy ifja tudés,
Bob Butthead szellemesen elegans ellenpéldat konstrudlt a régéta igaznak

Z oz

o

matikusokat - nyilatkozta lapunknak Bob -, az ellenpélda olyan egyszerfi,
hogy egy atlagos elsééves hallgat6 is azonnal megérti, minden komolyabb
el6képzettség és tudomdanyos fokozat nélkiil. Tanult kollégdimnak régesrég
ra kellett volna jonniiik, hogy e tétel koriil valami nem stimmel. Ugy latszik,
a kritikatlan tekintélyelv ebben az egzaktnak hitt tudoményban is kezd

elharap6zni.’

Lapunknak sikeriilt megszerezni az elhiresiilt ellenpéldét.
Feladat: Szamitsuk ki a lim,_.g :,2;7;:1 hatéarértéket!
Egyrészt nyilvan:

i €2$ -1 ) ex(ea: _ e—x)

70 e=2¢ 4 1 00 e~ (e 4+ e%) -0
Masrészt a L'Hospital-szabdly szerint:

) 621 -1 . 2623:
lim = lim
z—0 e—2% +1 7—0 —2e— 2%

=1,

és ez ellentmond az el6z6 eredménynek.

Az interjara reagalva Dr. O. K. Clever, a linkostown-i egyetem professzora
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kijelentette: ‘Bob? Az egy okor. Mdr sajndlom, hogy nem ragtam ki, amikor
analizisb6l vizsgézott ndlam.™

Kinek volt igaza és miért?

5. Csingacsguk delavar fénok nosiil, ezért Gj satrat (egyenes kor-
kip) kell készitenie. Osszegyfijt 10 m>-nyi anyagot, és konzultdl a
delavérok nagy vardzsléjaval, hogyan kell ebbdl a lehett legnagyobb térfo-
gatt satrat csindlni. Miutédn sikeresen elkésziil, tinnepélyes satoravatora
hivja legjobb baratjat, S6lyomszemet. Sélyomszem 183 cm magas. Ki tud-e
egyenesedni a sdtorban?

6. Harom vadnyugati varoska, Gunville, Deathtown és Cowboy
City (a tovabbiakban G, D, C) 6sszefognak, és kozos erével kozos kocsmat
akarnak nyitni a prérin, valahol a hdrom vdaroska &ltal meghatédrozott
haromszog belsejében. A kocsmahoz mindegyik varosbél utat is épitenek.
Hol legyen az iv6, hogy a beruhdzds 6sszkoltsége minimélis legyen?
Téavolsagok: G és D kozt 10 mérfold, G és C valamint D és C kozt egyarant
20 mérfold.

(Az utak épitési koltsége egyenesen ardnyos a hosszukkal.)

7. Micimacké mézesbodonje elveszett. Roébert Gida szerez 4 dm?-
nyi bddoglemezt, és nekidll, hogy ebbdl Gj bodont (hengert fenékkel,
fed6lap nélkiil) készitsen. De aztan j6 nagy legyen! - kéri Micimacké.
Nyugodt lehetsz - vélaszolja Rébert Gida - a lehet6 legnagyobbat fogom
megcsindlni. Literes lesz vajon? kérdi Micimacké mohoén.

Mit véalaszolhatott Robert Gida, és miért?

(A kiszabdsi veszteségtol eltekintiink: feltessziik, hogy Robert Gida olyan
apr6 darabokbol rakta 6ssze a bodont, hogy nincs hulladék.)

8. Furké Ferké kft-jével 4j véllalkozasba kezd: konzervdobozokat
gyart. Fél literes (zarhaté henger alakti) konzervdobozok hatalmas
mennyiségét kell leszéllitania. De mégis, mekkorédk legyenek? - kérdi a
miiszaki igazgatd. - Most mondtam, fél literesek! - Figyelj mar, te fafejii.
Ha tal laposak, akkor azért kell hozza sok anyag. Ha tdl magasak, akkor
meg azért. Ha rosszul valasztod meg az ardnyokat, inged-gatyad ramegy
az anyagkoltségre! Ferkénak azéta nincs egy nyugodt perce. Segitstink
neki! Mi az 4tmér6 és a magassag ardnya az optimalis alakt doboz esetén?
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9. Tervezziink egy korhenger alaku, alul és feliil egyardant zart 1
m3-es viztartalyt a lehets legkevesebb feliilet(i lemez felhasznélaséval!

10. A torpék egy hatalmas diszdobozzal akarjak meglepni Hofehér-
két a sziiletésnapjan. Aranyszalagjuk mar van, mellyel majd két oldalan
atkotik a dobozt. A szalag hossza épp 3 m, amit Kuka hebehurgya médon
mar elvagott egy 1 és egy 2 méteres darabra. Mekkorak legyenek a doboz
méretei, hogy térfogata maximaélis legyen?

11. Epiil a Kamatldb Bank Rt. legtjabb, kacsalabon forgé palotaja.
A kacsaldb tartoszerkezeténél tartanak éppen, amikor elfogy a gerenda.
Keritenek egy szép, egészséges, pontosan félkor keresztmetszet{i 20 cm
sugart ronkot. Hogyan kell ebbdl kifaragni a leger6sebb gerendat? (A
gerenda téglalap keresztmetszet{i, és anndl er6sebb, minél nagyobb a
keresztmetszetének tertilete.)

12. Gazdagné Zsugory Eufrozina legtjabb otlete, hogy egy négyzet
alapu, 32 kobméteres (egyenletes mélységii) medencét épittet a kertjébe.
A medence oldalfalait és aljat méregdraga csempével akarja burkoltatni,
amikor rddobben, hogy fogytdn a pénze. Tervérél nem mond le, de
szeretné a lehet6 legkevesebb csempébdl megtszni a burkolast. Hogyan
kell ehhez méretezni a medencét?

13. Restaurdljadk a Szent Kleofds neoromédn kdpolnat. A kapolnaab-
lakot (téglalap, fels6 felén egy félkorrel kiegészitve) teljesen tjja kell
épiteni. Korabeli kronikdkbol ismert, hogy az ablak feliilete épp 3 m?, és
teljes keriilete aranyszegélyes. A szponzor azonban csak akkor hajlandé
finanszirozni a munkélatokat, ha ez a kertilet legfeljebb 7 méter. Lehet-e
ennek megfelel6en méretezni az ablakot? Ha igen, hogyan?

14. A bergengociai Styx foly6 két partjan levd A és B pontok kozt
kabelt kell lefektetni. A kabelfektetés koltsége szarazfoldon 100 petak
méterenként, a foly6 alatt 200 petdk méterenként. Hogyan vezessiik a
kébelt, hogy a beruhazas koltsége minimalis legyen?
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/ 400 m

1000 1

7.6. dbra. Kdbelfektetési probléma vdzlata

Megolddsok
1. (a) ) ) )
s, (cosz®)-2xcos®x + (sinz”)-2cosxsinz
fla) = costx B
B 2((:05:32) -xcosx + (sinz?) - sinx
N cos3 ’
(b)
fl(x) = «s’e\/lJr7 ceVIHE Lo
(©)
F@) = (1 (@) ylan)’ - a = a? - (Lt (ax)’) 7 !
(@ 1 )
/ _ €
Fw) = 2 (24er)/14er
(e)
/oy 2s8in 23 cos 3 - 3a? - 622 - cos 3
fle) = sin? 23 ~ sina3
(f)
20+ 3]0 0) = fa) 42 (@), immen ) = L2

Az z = 0 helyen nyilvén f(z) = 1, ezért tehat f/(0) = 1.

2. (a) A L'Hospital-szabaly alkalmazhato:

1 2x
2 .
lim logvV1+z i YA 2VIER?
z—0 sin2 T z—0 2sinxcosx
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1. x 1 1
= — lim — . .
22—0sinz (14 a2)-cosz 2

(b) A L'Hospital-szabaly alkalmazhato:

3

1 1 4 4z
liy 10g<1+964>:m6 Lis? _

eob log(I — a?) 20—z}

(c) A L'Hospital-szabaly alkalmazhato:

. sin® x . 3sin?zcoszx . . sin? z
lIim —=Ilim ———=(lim3cosz |- | lim — | .
z—0x —sinx =—0 1 —cosz z—0 z—01 —coszx

A jobb oldal els6 tényezdje 3, masodik tényez6jében a L'Hospital-szabaly
ismét alkalmazhato.

sin® 2sinxcosx

z—0 1 —sinx z—0 S T

(d) A L'Hospital-szabaly alkalmazhatd, de a feladat enélkiil is megoldhato:

o V14+2r—+/1-5zx _ 14+2x—1+5x
lim - = lim — =
z—0 sinx z—0 (sinx) - (v/1+ 2z + /1 — bx)

. x . 1 7
=7-lim — - lim = —.
a—0sinz 2—0 /14 2z ++/1 -5z 2

(e) A L'Hospital-szabdly alkalmazhat6:

] 62x2 _ 63m2 ) 4x€2x2 _ 65663m2
T
3.(a) N
E(f+g)(z) = @)+ 9@ (f'(x) +4(z) =
_ T (f(ﬂf)f’(w) n g(w)g’(w)> _ f(=@)-Ef(x) +9(z) - Eg(x)
f(z) +g(2) f(z) g(z) f(z) +g(=)
(b) .
E(fg)(x) = F@)9(@) (f'(x)g(x) + f(z)g'(z)) =
=0 f(x)+@ g(z) = Ef(z) + Eg(z).
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4. Clever professzornak volt igaza. Az ,ellenpéldaban” ui. a L'Hospital-
szabaly nem alkalmazhat6 (a nevezd nem zérus az x = 0 helyen; ett6l az
aprosagtol eltekintve minden részletszamitas helyes). Feladatunk erre a —
sajnos gyakran elkovetett — hibdra hivja fel a figyelmet.

5. Legyen r a sator alapkorének sugara, a a kap alkotdja és m a
magassaga. Akkor Pitagordsz tétele miatt m = +a? —r2. A sator
paléstja egy a sugara korcikké terithetd ki, ivhossza megegyezik a sator
alapkorének keriiletével (2r7), igy a paldst felszine F' = a - 2rm (= 10 m?),
ahonnan a = £ Igy a sator térfogata kifejezhets pusztén r fiiggvényében:

1, F? , T [F?r?
= —rem —r2=_ —
r2m2 3\ 72

és ezt kell maximalizalni, ahol » > 0 (val6jaban r csak egy véges interval-

lumban véltozhat, 0 < r < {/£; —7). Vegyiik észre, hogy elég a gyok alatti

mennyiséget maximalizdlni, mert annak (a gyokfiiggvény monoton névo
volta miatt) szijkségképp ugyanott van maximumhelye, mint V-nek. Jelolje

tehat f(r) := F 2 _ 16, Lokalis széls6érték csak ott lehet, ahol a derivalt
orF?
T2

zérus, azaz f’ ( ) = —6r°. A zerushelyre tobb lehetséges érték is

adodik, de ezek koziil csak egy pozitiv: r; = Itt f-nek val6ban

37T2
lokélis maximuma van, mert:

2F? 2F? F?
f”(rl):?—?)()r;‘:?—?,o-ﬁ <0.

Itt a V fuggvénynek abszolit maximuma is van, mert nyilvan V(0) = 0
és V({/L 2) = 0. A maximdlis térfogatt sator alapkorének sugara tehat
1= {‘/% ~ 1.35m. Alkotdja azr% ~ 2.35m, igy a sator magassaga:

m = y/a? — r? ~ 1.92 m. Vagyis S6lyomszem nyugodtan kiegyenesedhet a
satorban (igaz, csak kdzéptajékon).
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[

7.7. &bra. AV fiigguény grafikonja az 5. feladatban

6. A GDC hédromszog egyenld szart. Elemi geometriai megfontola-
sokkal adédik, hogy a keresett tulajdonsdgti pont (melynek a haromszog
csticsaitol mért tavolsagdsszege minimalis) csakis a hdromszog szimmet-
riatengelyén lehet. (Ha ui. nem ott lenne, akkor a szimmetriatengelyen
talalhat6 lenne olyan pont, amelyre vonatkoz6 tavolsagosszeg hatdrozottan
kisebb: vajon hol?) Tekintsiink tehat a szimmetriatengelyen egy tetsz6leges
pontot, jelolje x ennek tavolsagat a GD oldaltél. Akkor, Pitagorész tételét
haszndlva, a pont tdvolsaga a G és D pontoktol egyarant v/25 + z2? mérfold,
a C ponttél pedig v/400 — 25 — x = /375 — x mérfold. A csticspontoktol
mért tdvolsagosszeg tehat f () := 2v/25 + 22++/375 —z mérfold, és ezt kell
minimalizalni (ahol = zérus és /375 kozt valtozhat). Lokalis szélséérték

S 4 / _ . 2z _ —
csak ott lehet, ahol a derivalt, zérus, azaz f'(x) = 2 N 1 =0.

Lz z . _ 25 ~
Ennek az egyenletnek egyetlen pozitiv megoldasa van: r1 = /5 ~ 2.89
mérfold. Itt f-nek valéban minimuma van, mert f”(z1) = ﬁ > 0.
7

A kocsma megépitésére az optimdlis hely tehat a GDC héaromszog
szimmetriatengelyén, a GD oldaltol kb. 2.89 mérfold tavolsdgra van C
irdnyaban. Konnyen ellendrizhat6 az is, hogy a lokélis minimum egytttal
abszolit minimum is, mert az f fliggvény az értelmezési tartomany
perempontjaiban (0 és 1/375), nagyobb értéket vesz fel, mint x1-ben.
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R
a5

244

)

1 e

7.8. abra. Az f fiiggvény grafikonja a 6. feladatban

7. Jelolje r a henger alapkorének sugarat, akkor a bodon felszine

F = 7?1 + 2rmom = 4dm®. Innen m = £ 2‘[;’7. A bodon térfogata tehat

kifejezhetd csak az r sugér fliggvényében:

F—r2x  Fr—orir
V(r) =rir- =
(r)=r°r 2rm 2 ’

és ezt kell maximalizdlni (0 < r < 4/ g). Lokalis széls6érték csak ott

lehet, ahol a derivélt, zérus, azaz v/(r) = %ﬂ’r = 0. Pozitiv zérushely

egyetlenegy van: r = % ~ 0.65 dm. Itt V-nek valéban maximuma
van, mert V' (ry) = # < 0. A maximalis térfogat ezért Vipax = V (r1) =
Frq —r%ﬂ'

~ 0.87dm®. A lokalis maximum egyuttal abszoltt maximum
is, mert az értelmezési tartomany perempontjaiban a V' fliggvény zérus
értéket vesz fel. Tehat szegény Micimacké vagya, a literes bodon, igy nem
teljesithet6. Megjegyezziik azonban, hogy ha Rébert Gida félgomb alaka
,bodont” készit a 4 dm? badogbdl, akkor annak térfogata valamivel még
nagyobb is 1 liternél (ellendrizziik!).
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7.9. dbra. AV fiigguény grafikonja a 7. feladatban

8. Jeldlje r a henger alapkorének sugarat, akkor a konzervdoboz
térfogata V = r2mm (= 0,5 liter), ahonnan m = T‘{ﬂ. Mivel a konzervdoboz
teljes felszine F = 2r’r + 2rmm, azért F kifejezhet6 csak az r sugér
fuggvényében:

14 2V
F(r) =2r’n 4 2rr - - = ol + =,
rim r

és ezt kell minimalizalni (r > 0). Lokélis szélsGérték csak ott lehet, ahol a

derivalt zérus, azaz F'(r) = 4rm — i—‘; = 0, innen a zérushelyre egyetlen

érték adodik: r; = ¢ % dm. Itt F'-nek valoban lokélis minimuma van, mert
F'(ry) =47 + % > 0. A lokdlis minimum egytttal abszoltit minimum is,
1

mert az F' fliggvény hatdrértéke mind a 0-ban, mind a (4o00)-ben (4+00). A
minimalis felszinhez tartoz6 magassag:

v _Jmy_ v,
2 VY Vv2 o\ m I

gy az optimalis alakti doboz esetében az dtmérd épp a magassaggal
egyezik (a térfogattdl fliggetlentil).
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9. Jeldlje r a henger alapkorének sugarat, akkor a tartaly térfogata

V = r?rm (= 1 m®), ahonnan m = —-. Mivel a tartdly teljes felszine

F = 2r?m + 2rmm, azért F kifejezhet csak az r sugér fiiggvényében:

Vv 2V
F(r) =2r?m 4 2rm - = =2r%m 4+ |
r2m r

és ezt kell minimalizalni (r > 0). Lokélis szélséérték csak ott lehet, ahol a
derivalt zérus, azaz F'(r) = 4rm — l = 0, innen a zérushelyre egyetlen

érték adodik: v = ¢ 1 ~ 0,54 m. Itt F-nek valdban lokéalis minimuma

van, mert F"(r) = 47r —|— 4% > 0. A lokalis minimum egyuttal abszolut
minimum is, mert az F' fuggveny hatarértéke mind a 0-ban, mind a
(+00)-ben (+00). A minimalis felszin(i tartaly dtmérsje tehdt 2 ~ 1.08 m,

magassdga pedig m = % ~ 1.08 m (pontosan egyezik az atmérdvel).

1

i
{
{
T

!l:l:

7.10. dbra. Az F fiigguény grafikonja a 8. és 9. feladatban

10. Legyenek a doboz élei z, y, z, akkor az &tkotések adott hossza
miatt 2z + 2y = 2 és 2y + 2z = 1 kell, hogy teljesﬁljé')n Innen y és z is
kifejezhetd x fiiggvényében: y =0 —z, és 2 = § — y = —5 + z. A térfogat
tehat

1 1
Viz)=2(1—2x) (—2 + x) =23+ ng — ia:,

és ezt kell maximalizalni, (ahol = nyilvan legfeljebb a [0,2] intervallumot
futhatja be). Lokalis széls6érték ott lehet, ahol a derivélt zérus, azaz
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V/(z) = —32% 4+ 3z — 5. Innen a szébajohetd értékek: z1 = 3 + %,
To = % - %. Az ezeknek megfelel6 y és z értékek: y; = % — %,

6
nem johetnek szdmitdsba. Ha van tehét lokélis maximum, akkor az csakis

azr =1 =5+ % érték mellett lehet. Itt pedig valéban lokélis maximum
van, mert V" () = —6z + 3, igy V"(r1) = =3 — /3 +3 < 0. A lokalis
maximum egyuttal abszolit maximum is, mert az értelmezési tartomany
perempontjaiban a V fliggvény zérus, ill. negativ értéket vesz fel. A
legnagyobb térfogatt doboz méretei tehat: § + % ~ 79 cm, § — % ~

21 cm, és % ~ 29 cm. Megjegyezziik még, hogyha Kuka nem vagta el

Yo = % + %, és z1 = %, Z9 = V3 Vildgos, hogy a 2-es indexti értékek

D05

={1 5154
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7.11. dbra. A V fiigguény grafikonja a 10. feladatban

volna a szalagot, akkor a legnagyobb térfogatd doboz kocka alaki lenne,
melynek egy oldala % = 0.375 méter; ennek térfogata alig nagyobb az

el6z6ekben méretezett doboz térfogatdnal.

11. A legnagyobb keresztmetszet nyilvan tgy érhet6 el, hogy a ke-
resztmetszeti téglalap egyik oldaldval a félkor dtmér&jére illeszkedik, ezzel
parhuzamos oldaldnak cstcsai pedig a félkorvonalon vannak. Jelolje = a
téglalapnak a félkor atmérgjére illeszkedd oldalat, akkor a masik oldalanak

hossza Pitagordsz tétele értelmében |/ R? — (%)2 (ahol R a félkor sugara (=
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20 cm)). Igy a téglalap T teriilete kifejezhetd = fiiggvényében:

2
T(x) =2z R? — (;) = VAR?*x? — 2*

és ezt kell maximalizalni (0 < x < 2R). Lokalis széls6érték csak ott lehet,
R2z—4a3

ahol a derivalt zérus, azaz T"(x) = iRz =t = 0- A derivéltfiiggvénynek

tehat 3 zérushelye van, de ezek koziil csak egy pozitiv: 71 = Rv/2 ~ 28 cm.
Konnyen lathato, hogy z1-ben a derivaltfiiggvény elGjelet is valt, éspedig
pozitivbél negativba, igy z1-ben T-nek valéban lokalis maximuma van.
A lokalis maximum egyuttal abszoltit maximum is, mert az értelmezési
tartomany perempontjaiban a 7" fliggvény zérus értéket vesz fel. A téglalap
masik oldaldnak hossza:

2 2
(N e 202 R RV2
\/RQ (2> —\/R 1 _\@_ 5 ~ 14 cm

(pontosan feleakkora, mint a hosszabbik oldal). A feladat egyébként
differencidlszadmitds nélkiil, elemi geometriai eszkozokkel is megoldhat6
(hogyan?)

{1 et
I:I"f'l:

Doy

7.12. dbra. A T fiigguény grafikonja a 11. feladatban

12.  Jelolje z a medence oldalhossziisagat, m a mélységét, akkor
V = z’m (= 32 m?). Innen m kifejezhets: m = Y3, a burkolando feliilet
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pedig felirhat6 « fiiggvényében:

4V
F(z) =2 + 4am = 2® + —,
T

és ezt kell minimalizalni (r > 0). Lokalis szélsGérték csak ott lehet, ahol
a derivalt, zérus, azaz F'(z) = 22 — 47 = 0, innen a zérushelyre egyetlen
érték adodik: z; = V2V =4 m. Itt F-nek valéban lokalis minimuma van,
mert F"(z1) =2+ %/ > 0. A lokdlis minimum egytttal abszolit minimum
is, mert az F fliggvény hatarértéke mind a 0-ban, mind pedig a (+o00)-ben
(4+00). A minimalis feliilethez tartoz6 oldalhossztisag és mélység tehdt 4 m
és 2 m.

aly

&)

Ea
i

=

7.13. dbra. Az F fiigguény grafikonja a 12. feladatban
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13. Jelolje r a félkor sugarat, akkor a téglalap ehhez illeszkedd ol-
daldnak hossza 2r. Legyen a masik oldal hossza a, akkor az ablak feliilete:
F = 2ar + 1’7 (= 3 m?). Innen a kifejezhets: a = £ — “F. Igy az ablak

keriilete felirhat6 csak az r sugdr fliggvényében:

rm

F
5 +2T+27T:—+E+27'7
r

F
K(r) a+2r+rm . 5

és ezt kell minimalizélni (r > 0 ). Lokalis széls6érték csak ott lehet, ahol
a derivélt zérus, azaz K'(r) = —TEQ + § +2 = 0. Pozitiv zérushelye a
e 4 ) — [ F p
derivéltfiiggvénynek csak egy van: 2; = VT 0.92 m. Itt valéban
=3

lokélis minimum van, mert K”(r1) = 25 > 0. A lokdlis minimum egytttal

1
abszolit minimum is, mert a K fiiggvény hatarértéke mind a 0-ban, mind
pedig a (+00)-ben (+00). A minimalis kertilet: Ky,in = % + 5742 = 6,55
m, igy tehat a szponzor még épp finanszirozza a munkalatokat.

159

T
|
144

10

7.14. dbra. A K fiigguény grafikonja a 13. feladatban

Tartalom | Targymutatd = = g164 >



Analizis Feladatok
Tartalom | Targymutatéd = = q9165>

14. A kérdés a C pont optimdlis megvalasztisa. Jeldlje v az A és C
pontok vizszintes (folydsirdnyu) tdvolsagat, akkor a folydban vz 4 4002
méter, a szarazfoldon 1000 — = méter kabelt kell fektetni. A koltség tehat
petdkban kifejezve:

f@o::mmvx2+4mﬁ+400(um0—x)zloo(zvx2+4mﬁ4—um0—x),

és ezt kell minimalizalni (0 < 2 < 1000 ). Lokaélis széls6érték csak ott lehet,
ahol a derivalt zérus, azaz

, 2z
f{@) =100 (22¢m_1)

A (0,1000) intervallumban a derivaltnak egyetlen zérushelye van, éspedig

= 490 ~ 230,9 m. Itt pedig valéban lokélis minimum van, mert

s

4002
"z) =200 ——— ____ 50,
J @) (22 + 4002)3/2

A lokalis minimum egytttal abszolat minimum is, mert az f fliggvény az
értelmezési tartomany perempontjaiban nagyobb értéket vesz fel, mint az

z1 helyen. Optimalis esetben tehét /2% + 4002 ~ 461.9 méter kébelt kell
viz alatt, 1000 — =1 =~ 769.1 métert pedig szarazfoldon lefektetni.

Megjegyezziik, hogy az optimaélis C pont helyzete fliggetlen B helyze-
tétdl mindaddig, amig B az A ponttdl vizszintesen mérve, x1-nél tavolabb van.
Ellenkez6 esetben a koltségfiiggvény z-nek monoton fogyo fliggvénye, a
széls6értékhely az értelmezési tartomany hataran lesz, igy nem kaphat6
meg a mutatott differencidlszamitasi eszkozokkel. Egyébként ekkor az
optimdlis stratégia az, hogy a kabelt teljes egészében a vizen keresztiil
fektetjiik.

Megjegyezziik még, hogy a megoldds soran hallgatélagosan feltettiik,
hogy a Styx vize sekély, azaz a vizen at fektetett kabel hossza épp az AC
szakasz hosszaval egyenl6. Valojaban a kdbel hossza ennél tobb. Ha ezt
is figyelembe akarjuk venni, a feladat sokkal nehezebbé valik (4ltalanos
medergeometria esetén eddigi eszkdzeinkkel nem megoldhato).
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7.15. &bra. Az f fiiggvény grafikonja a 14. feladatban

8. Taylor-sorok

Szamos elméleti és gyakorlati feladat esetében el6fordulé igény, hogy bi-
zonyos bonyolult formuldval megadott fliggvényeket egyszertibbekkel
kozelitsiink. Ebben a fejezetben egy lehetséges ilyen technikat mutatunk
be. Itt feltessziik, hogy a kozelitend? fliggvények elég simak, azaz elég
sokszor differencidlhatok. A kozelités pedig az egyik legegyszer{ibb fiigg-
vényosztéllyal, nevezetesen polinomokkal torténik.

8.1. Taylor-polinomok

Taylor-polinom:

Legyen a € R egy rogzitett pont és f az a pont egy kornyezetében értel-
mezett elég sima valos fliggvény, azaz legyen f : [a — 0,a + 6] — R n-szer
folytonosan differencialhat6. A

To(f.2) = F(@) + 737/ (@) (&~ a) + 527 (@) (& — ) + .+ = f P @)z — )"

n-edfoka polinomot az f fliggvény a helyen vett n-edfoka Taylor-
polinomjdnak nevezzik.
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Latjuk, hogy a Taylor-polinom el6allitdsahoz az adott f fiiggvénynek
csak az egyetlen a € R pontban felvett értékének és derivaltjainak ismere-
tére van sziikség.

8.1. Példa: A definici6 azonnali kovetkezménye, hogy egy legfeljebb n-
edfoku polinom n-edfoktd Taylor-polinomja 6nmagéval egyezik meg.

8.2. Példa: Az e alapt exponencialis fliggvény 0 kortili els6foka Taylor-
polinomja 1 + z.

Megmutatjuk, hogy a Taylor-polinom az a hely koriil , koriilbeliil” gy
viselkedik, mint az eredeti f fiiggvény. Pontosabban:

8.1. Allitas: . Az f fliggvény és derivaltjainak értéke az a pontban megegye-
zik a megfelel6 Taylor-polinom értékével ill. derivéltjaival, az n-edrendti
derivalttal bezarolag:

@) =TP(fa)  (k=01,..n).

Bizonyitds. Nyilvanval6, hogy f(a) = T, (f,a). T,,-et derivalva:

T(f.0) = (@) + 2 5@ — ) + 5 (@) = ) 4 ot 2O ) a) =

/ 1 " 1 i 2 1 n n—1

= f@)+ @ - a) 4 @) = 0 + ot o P @) - a)
innen T/ (f,a) = f'(a). Még egyszer derivalva:

11 Y 2 " 3 (nfl) n n—
T/(fa) = f(a)+ 5/ (a)(I*CLHgJ”V(a)(ﬂffa)2+---+mf( )(a)(z—a)""?
= ["(@) + 1 £ (@) = a) + 5 7V (@) = ) 4 et e O (@) — )

1! 2! T (n—2)! ’

innen pedig T,/ (f,a) = f"(a), és igy tovdbb. Az eljaras az n-edik derivalt kisza-
mitasaig folytathato: T,E”’( f,a) = f™(a) . T,,-nek minden, n-nél magasabb rendi
derivéltja azonosan 0.

A bizonyitasabdl kiolvashat6é az onmagéban is érdekes alabbi 4llitas.
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8.2. Allitas: . Az f fliggvény n-edfokt Taylor-polinomjénak derivaltja
megegyezik az [’ derivaltfiggvény (n — 1)-edfoku Taylor-polinomjaval:

T;L(fvx) - Tn_l(f/,.'E).

Specidlis esetek:
(a) Az f fuiggvény 0-adfoka Taylor-polinomja:

To(f.x) = f(a).
(b) Az f fuggvény els6foku Taylor-polinomja:
Ti(fx) = f(a) + f'(a)(z — a).

Most megmutatjuk, hogy a Taylor-polinom bizonyos értelemben valé-
ban jol kozeliti az eredeti f fliggvényt (nemcsak az a pontban):

8.1. Tétel: (kifejtési tétel). Ha az f fliggvény (n + 1)-szer folytonosan diffe-
rencidlhat6 az [a — d,a + J] intervallumon, akkor minden x € [a — §,a + ¢]
ponthoz van oly £ az a és az x szdmok kozott, hogy

f(z) = To(f.2) + FOE) (@ — a)™ T

(n+1)!

Bizonyitds. A formula x = a esetén nyilvanvalé. Legyen tehat x # a egy tetsz6leges,
rogzitett szam. Jelolje g a

9(t) = f(t) = Tu(ft) —w(t —a)™*!
képlettel értelmezett fliggvényt, ahol w a kovetkezd szamot jeloli:

@) - Talfe)

- (.’1? _ a)7L+1
Akkor g(a) = f(a) — T,(f,a) = 0 (az el6z6 &llitds miatt) és

f(x) = Tn(f:x)

(x — a)ntl! (

9(x) = f(z) = Ta(frx) —

_ )n+1 — O

)

azaz g(a) = g(x). A Rolle-tétel miatt van oly x1 € (a,z), hogy ¢'(x1) = 0. Derivalva
g-t:
g'(t) =f'(t) = T,(ft) —wln+ 1)t — a)".
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Innen ¢’(a) = 0 (ismét az el6z6 4llitds miatt). Mivel pedig ¢'(z1) = 0, ismét a Rolle-
tétel miatt van oly =5 € (a,z1) , hogy ¢”(z2) = 0, és igy tovébb. Egészen (n + 1)-ig
mehetiink: van tehat olyan z,4; € (a,z,), hogy g(”+1)(xn+1) = 0. Ugyanakkor g
definici6jabol ezt a derivéltat kozvetleniil is kiszamithatjuk:

0= 9(n+1)($n+1) = f(n+1)(xn+1) —w-(n+1)!

FO (@)

Innen w-ra azt kapjuk, hogy w = , amit w definiciéjaval dsszehasonlit-

n+1)!
va:
@) @) - Tufa)
n+1)! (x —a)ntl 7’
ahonnan .

f(n+1)(xn+1)($ - a)n+1’

f(z) =T.(fx) +

(n+1)!

és ezzel a bizonyités kész (£ := x,,11 mellett).

Lagrange-féle maradéktag:

A fenti formuldban az —L~; f (&) (x — a)"t! tagot Lagrange-féle maradék-
(n+1)! got Lagrang

tagnak nevezzik, és R, 1(f,x)-szel jeloljiik.

Ezzel a jeloléssel a tétel az

f(.%') = Tn(fvx) + Rn—O—l(fax)

alakba irhato.

Innen nyilvanvalo, hogy az f fiiggvényt a Taylor-polinomja akkor ko-
zeliti ,jol”, ha a megfelel6 Lagrange-maradéktag ,kicsi”. A kovetkezd
szakaszban ennek pontosabb megfogalmazasaval foglalkozunk.

8.2. Taylor- és Maclaurin-sorok, konvergenciajuk

A Kkifejtési tétel azonnali kovetkezménye, hogy ha a Lagrange-maradéktag
egy intervallumon 0-hoz tart (n — 400 mellett), akkor a Taylor-polinomok
sorozata azon az intervallumon az eredeti f fiiggvényhez tart.
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8.1. Kovetkezmény: . Legyen f akarhdnyszor differencidlhaté (mas sz6-
hasznélattal: végtelen sokszor differencidlhaté) az [a — d,a + J] inter-
vallumon. Ha valamely z € [a — d,a + 0] mellett R, (f,z) — 0, akkor
f(z) =limy, 4o Tn(f,z), azaz, mas felirdsban:

Ezt a végtelen sort az f fiiggvény a pont koriili Taylor-sordnak nevezziik.

Specidlis eset. A 0 pont koriili Taylor-sorokat Maclaurin-soroknak is
nevezziik. Ennek formaja tehét

()
k!

L, Ly L :
2 (z = a)" = F(0) + 1 f Oz + 5 £(0)2* + 5 £(0)2" + ...

Felmeriil a kérdés, hogy milyen feltételek biztositjdk a Lagrange-féle
maradéktag 0-hoz tartdsat, tehdt azt, hogy a Taylor-sor konvergens legyen.
Ehhez az kell, hogy a derivéltak abszolut értéke ne njon tdl gyorsan a
derivalas rendjével. Erre egy egyszerti elégséges feltételt ad a kovetkezd
allitas.

8.3. Allitds: . Legyen f akarhanyszor differencialhat6 az [a — d,a + ]
intervallumon. Ha vannak olyan A,C' > 0 szdmok, hogy minden z €
[a—6,a+0] mellett | f(™) (x)| < C-A™ (a derivaltak abszoltit értéke legfeljebb
exponencialisan n6é n novekedésével), akkor R, (f,x) — 0 a széban forgd
intervallumon, tehét a fiiggvény a kortili Taylor-sora minden x € [a—d,a+¢]
esetén konvergens, és 0sszege f(z).

Bizonyitds. Ekkor

(n) . _ 4n Nl _ o7
1S ()] - |z — a SO'A‘I al

—0
n! n!

‘R’n(fax” =

(han — +00) minden x € [a — d,a + ¢] pontban.

Megjegyezziik, hogy a fenti feltétel mar sokszor igen egyszerti fiigg-
vények esetén sem teljestil, ahogy az a kovetkez6 példakban is lathato.
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8.3. Példa: Legyen f(z) := 1= és a := 0. Akkor

-
@) = e

innen | £ (0)| = n!, azaz a derivaltak abszolut értéke faktoridlis sebességgel
nd, ami nagyon gyors novekedés.

8.4. Példa: Legyen

_ e @#0)
f(@) '_{ 0 (z =0).

Igazolhat6, hogy f(™(0) = 0 minden n € N esetén, igy a fiiggvény
Maclaurin-sora azonosan 0. A Maclaurin-sor tehdt minden x € R ese-
tén konvergens ugyan, de csak a 0-ban allitja el az eredeti f fliggvényt.

8.3. Néhany fiiggvény Maclaurin-sora

Mivel egy egyszerti valtozotranszformdciéval mindig elérhetd, hogy a
Taylor-kifejtés a 0 koriil legyen végrehajtva, a tovdbbiakban méar csak ezzel
a specidlis esettel foglalkozunk.

8.5. Példa: Legyen f(z) := ¢” . Ekkor minden x € R esetén
1 1 1
® 2 3
e’ =1+ uac—i— 2!33 —{—3!1' + ...,

vagyis az exponencidlis fliiggvény Maclaurin-sora sajat definial6 sordval,
az exponencidlis sorral egyezik meg.

Megoldds. Ekkor ui. minden n € N mellett f((z) = e* , igy f(V(0) = 1. A
Lagrange-maradéktag minden x € R esetén: |R,(f,x)| < % — 0,han — +oo.

8.6. Példa: Legyen f(z) := sin z. Ekkor minden = € R esetén

e _ 1 3 1 5 1 7
sma:—x—ﬁx +ga: —ﬁx TP oooc
Megoldds. f'(z) = cosz, f"(x) = —sinz, f"'(x) = —cosz és igy tovabb. Innen

minden péros n-re f(™(0) = 0 és minden pératlan n-re f(")(0) az 1 és (—1) szdmok
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valamelyike. A Lagrange-maradéktag minden = € R esetén: |R,,(f,z)| < - — 0,

n!
han — +oo.

Az aldbbi dbran illusztracidként bemutatjuk, hogyan kozeliti a szi-
nuszfiiggvényt a 0 koriil az 6todfokd, ill. a 11-edfokud Taylor-polinomja.

8.1. dbra. A szinuszfiigguény 0 koriili kozelitése 5-odfoki és 11-edfokii Taylor-
polinomokkal

8.7. Példa: Legyen f(z) := cosx. Ekkor minden = € R esetén

_ Lo, 1.4 14
cos:v—l—jx —i—am —ax +
Megoldds f'(xz) = —sinz, f"’(z) = —cosz, f”(x) = sinx és igy tovabb. Innen

minden pératlan n-re f(")(0) = 0, és minden péaros n-re f(™)(0) az 1 és (—1) szdmok
valamelyike. A Lagrange-maradéktag minden = € R esetén: |R,,(f,x)| < % — 0,
han — +oo.

A kovetkez6 két példa ismét ravilagit a trigometrikus és hiperbolikus
fuggvények analégiajéra.
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8.8. Példa: Legyen f(x) := sh z. Ekkor minden = € R esetén

shex =z + %x?’ + %x‘r’—i- %5674-...,
vagyis a sor csak a tagok elGjelében kiilonbozik a szinuszfliggvény
Maclaurin-soratol.
Megoldds. f'(x) = chz, f’(z) = shz, f"(z) = chx és igy tovdbb. Innen min-
den péros n-re (" (0) = 0, és minden péaratlan n-re f(")(0) = 1. A Lagrange-
maradéktag minden = € R esetén: |R,,(f,z)| < 2® 0, han — +oc.

n!

8.9. Példa: Legyen f(x) := ch z. Ekkor minden = € R esetén

_ Lo, 14,15
Cha:fl—i—ax +Ex —1—@:10 + ...,
vagyis a sor csak a tagok el6jelében kiilonbozik a koszinuszfliggvény
Maclaurin-soratol.
Megoldds. f'(x) = shz, f'(x) = chz, f"(z) = shz és igy tovabb. Innen min-
den pératlan n-re (™) (0) = 0, és minden paros n-re f(")(0) = 1. A Lagrange-
|]™

maradéktag minden x € R esetén: |R,(f,z)| < - — 0,han — +oo.

8.10. Példa: Legyen f(z) := ;=-. Ekkor minden z € R, |z| < 1 esetén

:1—|—:L’—|—:v2—{—x3—|—...,
1—2

vagyis a Maclaurin-sor a mar ismert végtelen mértani sor.
Megoldds.

1 1-2 1-2-3
’ o " _ " _
és igy tovabb, tetsz6leges n € N esetén f(™)(z) = 7(1_;’)!n+1 , ahonnan f(™(0) = nl.

Innen a Maclaurin-sor fenti alakja mar kovetkezik. Ismeretes, hogy a sor minden
< Z P 1

|z| < 1 szdm esetén konvergens és Osszege 1~ .

8.11. Példa: Legyen f(x) := 1. Ekkor minden z € R, |z| < 1 esetén

1
1+=x

=l—-g+a?—23+2%— ...

Megoldds. Az el6z6 példabol kovetkezik, x helyére (—z)-et irva.
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8.12. Példa: Legyen f(z) := 1=—. Ekkor minden z € R, |z < 1 esetén

1
=1—-2?+zt -8+ 28— ...
1+ 2

Megoldds. Az el6z6 példabol kovetkezik, x helyére z2-et irva.

8.13. Példa: Legyen f(z) := log(1+z). Ekkor minden = € R, |z| < 1 esetén

1 1 1
log(l+z) =2 — 5:52 + §x3 — 11:4 + ...

Megoldds. A fuiggvény deriviltja ﬁ, az n-edik derivalt megegyezik az —— fiigg-

n—1(n=1)! s
(14z)n*

vény (n — 1)-edik derivaltjaval, ami (—1) Innen

1 1 1 1
log(14+xz)=0+ 1%~ 5:1:2 + gsc?’ — Z.’LA + ...

8.14. Példa: (binomiilis sor). f(z) := (14 )%, ahol @ € R adott szdm (nem
feltétlen egész). Ekkor minden z € R, |z| < 1 esetén:

O Gl JENE TGRS TS NN
Specialisan
\/m:l—l—%x—éaﬂ—i—...,
és ] 5,
T :1—§$+§x + ..
Megoldds.

f'(@) = ol + )7,
f'(@) = ale =11 +2)°7%,
(@) = ala = 1)(a = 2)(1 +2)* 72,
és igy tovébb. Innen

f0)=1, f(0)=a, f'(0)=ala=1), f"(0)=ala=-1)(a=-2),..,

ahonnan a Maclaurin-sor alakja mar adédik. Azt, hogy a sor minden |z| < 1 esetén
konvergens, és 6sszege (1 + ), nem bizonyitjuk.
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8.4. A komplex exponencialis figgvény. A komplex szamok ex-
ponencialis alakja

Mint azt mar kordbban emlitettiik, az exponencidlis fliggvény az exponen-
cidlis sor segitségével minden nehézség nélkiil kiterjeszthet6 a komplex
szdmsikra.

Komplex exponencidlis fiigguény:

Legyen z € C tetszbleges komplex szdm és

>0 z 22 23

Z
7_1 Z oLz
E N tgt ottt

Az igy nyert C — C fliggvényt komplex exponencidlis fiigguénynek nevezziik.

Specidlisan, legyen ¢t € R tetszbleges, és tekintsiik a komplex exponen-
cidlis figgvényt a tiszta képzetes (it) argumentummal:
L A A L A
I TR T TR R TR R BT
tfelhaszndlva az i-hatvdnyokra vonatkoz6 kordbbi észrevételt.
Kilonvalasztva a valos és képzetes tagokat és felhaszndlva a szinusz-
és koszinuszfiiggvények Maclaurin-sorat:

it _ (4 2t t P  cost ot ising
e’ = + — +§ ) i 3!+a—... = cost + ¢sin

A kovetkezd tételhez jutottunk.

8.4. Allitas: (Euler-formula). Tetsz6leges t € R esetén

e = cost + isint

Innen és a komplex szamok trigonometrikus alakjabdl azonnal adédik:

8.2. Kovetkezmény: (a komplex szdmok exponencidlis alakja). Legyen
z € C tetszbleges komplex szdm, amelynek trigonometrikus alakja z =
r(cost + isinr). Akkor teljestil a

Z =Te

egyenlség is, amelyet a z komplex szdm exponencidlis alakjinak neveziink.
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8.15. Példa: Az i-hatvanyok exponenciélis alakjai:

Megjegyezziik, hogy a szorzés és az osztds, kiilondsen pedig a hatva-
nyozds és a gyokvonds az exponencidlis alakkal — felhaszndlva a hatva-
nyozds azonossagait — még a trigonometrikus alak hasznélatanal is egy-
szert(ibb.

8.5. Feladatok

1. ,Az x — sin x fliggvény Maclaurin-sora:

1 1 1
sinr=1— -2+ —2° — —2" + ...

3! 5! 7!

Ezért az © — sin \/x fuggvény Maclaurin-sora:

1 1 1
: _ 12 3/2 5/2 7/2 "
siny/xr == —3!33 +—5!x —7!90 =+ ...

Igaz-e ez az allitas vagy sem, és miért?
2. Igazoljuk, hogy |z| < 1-re a

—1+ 22— 32?2 + 423 — 52t + ..

sor konvergens, és 0sszege — ﬁ
3. Van egy, csak a négy alapmfiveletet ismer6 kalkulatorunk. Ad-
junk algoritmust a log 2 szdm kozelit6 kiszdmitdsara! (Ha kell, hasznéljuk

az e = 2,71828... értéket, de a feladat enélkiil is megoldhat6!)

4. Van egy csak 4 alapmfiveletes géptink. Felhaszndlva azt, hogy
log2 = 0,693147..., szdmitsuk ki log 2,01 értékét legaldbb 4 tizedesjegy
pontossaggal!

5. Ismerve a log100 = 4,60517... értéket, hogyan lehet log 101-et ki-
szamitani 4 alapmfivelettel (tetsz6leges pontossdggal)?
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6. Hatdrozzuk meg az alabbi formuldkkal értelmezett filiggvények
Maclaurin-sorat.

(a)

(0)

(c)
1+ 22

v 1—22’
(d)

z — log(2 + x?),
(e)
1+=x
1—2a’

r — log

(f)

2 .2
.73—>61+x +elx

)

(9)
(1+ )2

T —log 5
— T

(h)
et 4+ 2

T gy
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Megolddsok

1. Nem igaz. A széban forgé fliggvény ui. a O-ban nem differenci-
alhat6. Ugyanakkor igaz, hogy

1 1 1
: _ 12 Lt 32 L osp2 Lo
sinyz =z T —i—5!a: i +... (zeR),

de a jobb oldali sor nem Maclaurin-sor.

2. Az f: R — R, f(z) = —ﬁ figgvényt fejtsiik Maclaurin-sorba.
Nyilvan:

/ — 2 7z _ 2 ' 3 " 2 . 3 . 4
innen

f(O) = _17 f/(0> - 2'7 f”(O) - _3'7 f///(O) - 4'7
és igy tovabb. Ezért a

—14 22 — 322 +42° — 52* + ...

sor az x +— —ﬁ fiiggvény Maclaurin-sora. A 8.14. Példa allitdsabol

kovetkezik, hogy a sor minden |z| < 1 szdm esetén konvergens, és dsszege
1

IRCEDEN

3.

log2 — —log - = 1 (1 1) LA ST S S
lo) = —]Jog— = —lo [ = P
& &5 & 9) T 121 T2 393 4.0t

Mads megoldas:

2 2 —(e—2 -2
log 2 = log (e : ) = l+log — = 1+logw = 1+log (1 — e) =
& € (& (&

) e—2 1 <e—2>2 1 (e—2>3 1 (e—2)4
e 2 e 3 e 4 e

log 2,01 = log(2 4 0,01) = log 2 + log(1 4 0,005) =
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1 1
= log2 40,005 — - 0,005% + 3 0,005% — ...

Mar az els6é két tag Osszege 4 tizedesjegy pontossaggal adja a kivant
eredményt: log 2,01 ~ 0,6981.

5.
log 101 = log(100 + 1) = log 100 + log(1 + 0.01) =
1 o 1 3
:10g100+170.01+§-0.01 75-0.01 + ..
6. (a)
2 1 1 1 1
e z :1_‘_?(_ 2)+5(—1132)2"‘5(—{132)3"‘@(—{132)4"‘ =
— Lo 14 16 13
(0)
2 2 1 2 1+x+m2+x3+ B
3—z 3 1-% 3 3032 3 )
2+2 +2 2+2 3,
=-+ s+ ="+ g2+ ...
3 3 33 34
© 2 2 2
1+ :1—35 + 2z 14922 1 _
1— a2 1 — a2 1— a2
=1+222 - 1+ + 2t + 28 +.) =14+ 222 + 22" 4+ 225 4 225 4 ...
(d)
72
log(2 4 %) = log 2 + log <1+2 =
z? 1 x? ? 1 z? ’
=log?2 14+ —=]—-=-(14— — |1+ —
og +< + 5 5 + 5 3 + 5 +
L s L4 L 6 L s
:log2—|—1.22x 5 2% +3'23x — 1 oi® +
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(e)
i_i =log(1+ ) —log(l —z) =

1 1 1 1 1 1
= (:L' - 53:2 + §x3 - 11:4 + ) — (—a: - 53:2 - §x3 - Z$4 - >

2+ 248 4 2% +
= 2 - -
37 5

(f)

2 .2 2 2
el—i—x +€1x —¢-e” —|—€'€x —

—6-(1—1-1!32 +ix +§x +...)+e-(1—1!x +jx—§x +...) =
2e 4 2e 4

:2€—|—§l‘ —1—133 + ...

o +
Qro)l-z) 21_-2z

1 1 1 1 1 1
= (:c - §m2 + 31:3 - 1:04 + ) — (—a: — g — o3 - St - )

2+ 248 4 2% +
= 2T - -
37 5

(h)

42 1+42e"

_— = :1 T =
27 + 1 26— + 1) oge =T,

és ez a Maclaurin-sor is (minden tovabbi z-hatvany egyiitthatdja 0).
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9. Primitiv figgvény és Riemann-integral

Ebben a fejezetben a differencidlds miiveletének megforditdsarél lesz szo: a
derivéltfiiggvény ismeretében keressiik az eredeti fliggvényt. Ezutdn értel-
mezziik a folytonos fliggvények grafikonja alatti teriiletet. Megmutatjuk,
hogy — az egészen kiilonboz6 szarmaztatas ellenére — a két fogalom szoros
kapcsolatban &ll egymassal.

9.1. A primitiv figgvény

El6szor a bevezetében emlitett els problémaval foglalkozunk. Legyen
(a,b) C R egy tetszbleges nyilt (nem feltétlen korlatos) intervallum.

Primitiv fiiggvény:

Az f : (a,b) — R fuggvény primitiv fiiggvényén olyan F' : (a,b) — R
differencidlhaté fliggvényt értiink, melyre F'(z) = f(z) teljestil minden
z € (a,b) pontban.

Ilyen fliggvény — ha létezik egydltaldn — tobb is van, amint a kdvetkezd
allitas mutatja.

9.1. Allitds: . A fiiggvényt a derivéltja additiv konstans erejéig egyér-
telmtien hatdrozza meg, azaz, ha F' és G olyan, az (a,b) intervallumon
differencidlhat6 fiiggvények, melyekre I’ = G’ teljestil az (a,b) intervallu-
mon, akkor van olyan C' € R szam, hogy F'(z) = G(z) + C teljestil minden

z € R esetén.
Bizonyitds. Jelolje H := F — G, akkor nyilvan H' = 0, ezért H azonosan konstans

figgvény (7.13. Allitas): H = C, alkalmas C' € R esetén, ahonnan az 4llitds mér
kovetkezik.

A 9.1. Allitas szerint egy intervallumon adott fiiggvénynek a primitiv
fuggvénye csak additiv dllando6 erejéig meghatarozott. Ha F' primitiv fligg-
vénye f-nek, akkor minden C' € R esetén F' + C'is az, tovdbba f minden
primitiv fliggvénye el6dll ilyen alakban. Az f fiiggvény primitiv fiigg-
vényének jelolésére az [ f (,integral {”) vagy az [ f(z)dx szimbélumok
valamelyikét hasznaljuk. Ez ut6bbi jelolés akkor kényelmes, ha f-et for-
muldval adjuk meg, és nem akarunk kiilon jelet bevezetni a fiiggvényre;
pl. [(32% + 1) dxz. Felhivjuk a figyelmet, hogy ebben a jelolésben | ...dz
sszetartozo szimbdlumok, és ,dx” nem szorzast jelol.

A primitiv fliggvényt sokszor az f fliggvény antiderivdltjdnak vagy ha-
tdrozatlan integrdljdnak is nevezik. (Néha f 0sszes primitiv fliggvényeinek
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f(z) Ertelmezési tartomany | [ f(z) dx
z* (a#-1) (0, + 00) Lyatl
1 (0, + o0) log x
f (—o0,0) log(—2)
e’ (—00, + 00) e’
a®* (a>0, a#1) (—00, + 00) loéaaf”
sin (—00, 4 00) —cosx
cos x (=00, + 00) sin x
H% (—00, + 00) arctg «
\/11_7 (—1,1) arcsin z
sh x (—00, + ) chzx
chzx (—00, + ) sh x

1. tablazat. Az alapintegrdlok tdbldzata

halmazat nevezik hatdrozatlan integralnak, de ez nem okoz félreértést,
mert a fentiek szerint ezek csak additiv dllandéban kiilonb6zhetnek). Az
»integrdlni” kifejezést a ,,primitiv fiiggvényt venni” értelemben hasznaljuk.
Az [ fjelolésben az f fiiggvényt magét integrandusnak is nevezziik. Meg-
jegyezziik még, hogy a 9.1. Allitasb6l még nem kovetkezik, hogy egy adott
f fuggvénynek létezik is primitiv fliggvénye. Erre vonatkozo tételt csak
késébb tudunk igazolni.

A derivalt alaptulajdonsagaibol azonnal adédnak a primitiv fiigg-
vényekre vonatkoz6 aldbbi alapvetd allitdsok:

9.2. Allitas: . Ha f,g : (a,b) :— R fliggvényeknek van primitiv fliggvényiik,
akkor az (f + g), (f — g) és a c - f fuggvényeknek is van (ahol ¢ € R
tetsz6leges szdm), éspedig

@ [(f£9)=[f%[g

() [(cf) =c- [ f minden c € R esetén.

Sajnos a szorzatfiiggvény primitiv fliggvényére nincs a derivélasi sza-
bélyokhoz hasonlé ¢sszefiiggés. Mindenesetre, az elemi fiiggvények de-
rivaltjainak felhaszndldsaval mar egy sor fliggvény primitiv fiiggvénye
meghatdrozhat6. Ezeket tartalmazza az 1. tablazat (az alapintegrdlok tdb-
lazata). A fuiggvények helyességét derivaldssal ellendrizhetjik. Kiilon
kiemeljiik, hogy az z — % tiggvény primitiv fiiggvénye = — logx vagy
z — log(—x) aszerint, hogy az z — 1 fiiggvényt a (0, + c0) vagy a (—00,0)
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intervallumon értelmezziik.

9.2. Tippek és tritkkok a primitiv fliggvény meghatarozasara

Most néhdny olyan hasznos fogast mutatunk, amellyel bizonyos specia-
lis alaku fliggvények primitiv fliggvénye meghatarozhaté. A formuldk
mindegyike derivalassal egyszertien ellendrizhetd, igy a bizonyitasoktol
eltekintiink.

9.3. Allitas: . Ha f differencialhat6 az I intervallumon, és f(z) # 0 (z € I),
akkor

fllx) | logf(x)+C, ha f(z)>0
/f(x) d’”_l"gwx)'*C—{ log(—f(z)) + C, ha f(z) < 0

9.4. Allitas: . Ha f differencialhat6 az I intervallumon, akkor

(f ()"

C.
n—+1 i

Ju@r ) do =

9.5. Allitds: . Ha az f fliggvénynek az I intervallumban egy primitiv
fuggvénye F, akkor

1
/f(a:c+b)d$:f-F(ax+b)+C (ax+bel)
a
tetszbleges a,b € R, a # 0 szam esetén.

A fenti 4llitdsokat az aldbbi példdkon illusztraljuk.
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9.1. Példa:
(a) A (—%,%) intervallumon

g /
/tgx‘dw:/smxdaj:—/(cosw)dx:—log\cosad—i-c.

COS T COS T

(b) Tetszbleges I intervallumon

/sin3xdx:/sinx-(1—cos2:c)da::/sinxdm—/sinxcoszxdx:

3

= —cosz + COZ a + C.
() A (—%, + oo) intervallumon
1 1 2
[VEzTar=; [svEeTade = 2er+ 2+ C

Sokszor azonban a fenti triikkok alkalmazésa sem elég. Altaldban
elmondhat6, hogy a primitiv fiiggvény meghatarozdsara altaldnos recept
nincs, egy-egy konkrét eset akar tobb integralasi modszer alkalmazasat is
sziikségessé teheti. Ilyen esetekben kiilondsen hasznos lehet a szimbolikus
programcsomagokba (pl. MAPLE) beépitett tuddsanyag.

Most két, elég &ltaldnosan hasznélhat6 integraldsi médszert mutatunk.

Parcidlis integrilds

9.6. Allitas: . Ha u, v olyan differenciélhat6 fiiggvények, hogy u/v-nek van
primitiv fliggvénye, akkor uv’-nek is van primitiv fiiggvénye, és

/U'UIZU'U—/U/'U.

Bizonyitds. A szorzatfiiggvény derivéldsara vonatkoz6 (uv)’ = v'v 4+ uv’ sszefiig-
gésbdl uv’ = (uv)’ — v'v. Mindkét oldalt integrélva, az 4llitds adddik.

A parcialis integralds nem kozvetlentil az uv’ fliggvény primitiv fiigg-
vényt szolgaltatja, hanem a problémat visszavezeti eqy mdsik primitiv fiigguény
(nevezetesen u'v primitiv fliggvényének) kiszdmitdsdra. Természetesen a
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modszert akkor célszerti alkalmazni, ha ez a masik primitiv fliggvény az
eredetinél egyszertibben hatdrozhat6 meg.

Az, hogy az integrandust hogyan bontjuk fel uv’ szorzatra, nem min-
dig lathat6 és nem is mindig egyértelmfi, ehhez bizonyos gyakorlatra van
sziikség. A moédszert néha egymds utan tobbszor is kell alkalmazni, ill.
kombindlni més integrédlasi médszerekkel. Jellegzetes alkalmazdsi lehetsé-
geket az aldbbi példdkon keresztiil mutatunk be.

9.2. Példa: [z -sinxdr =?

Megoldds. Prébélkozzunk el6szor az aldbbi szereposztissal: u(z) := sinz és
v'(x) := x. Ekkor u/(z) = cosx és v(z) = % A parcialis integralds formulaja
szerint

x? 1
. _ . 2
/x-smxdx— ?smx—i/x cos x dx,

de a jobb oldali integrdl még bonyolultabb lett az eredetinél. Igy ez a szereposztas
nem vezet célra. Probdlkozzunk a forditott szereposztassal: u(z) := = és v'(z) :=
sinz. Ekkor /(z) = 1, v(z) = —cos z, igy

/x'sinxda::—x-cosx+/1~cosxdm:—xcosx+sinx+0.

A kapott eredmény derivaldssal ellendrizheté:

(—xcosx +sinx) = —1-cosz +x-sinz +cosx = x - sinz.

Ha tehat az egyik tényezd polinom, akkor célszerti azt u-nak valasztani,
mert a derivalaskor annak fokszama csokken.

Magasabb fokszdmt polinomok esetén a médszert tobbszor is kell
alkalmazni, mint azt az aldbbi példa is mutatja.

9.3. Példa: [ 22e3% dx =7
3z

Megoldids. Legyen u(z) := 2 és v'(z) := €%, ekkor v/(z) = 2z és v(x) =

Ezért . 5
2 3z 2 3x 3x
rvée’ dr = —x%e’® — = [ xe’® dx.
/ . 2/

A jobb oldalon ismét parciélisan integralunk u(z) := x, v'(x) := e3® szereposztés-
sal. Ekkor v/(z) = 1, v(z) = 137, ahonnan

1 2 /1 1 1 2 2
/33263’” dr = §x263”’ ~3 <3$e3”’ ~3 /e?’x dw) = gmze?’x — gxe?’” + ﬁe&“ +C.
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A példat 4ltalanositva, konnyen lathato, hogy egy n-edfokt polinom
és egy exponencidlis (vagy trigonometrikus) fliggvény szorzatanak integ-
ralasa n db parcialis integrélasi 1épésen keresztiil val6sithaté meg.

Néha segit, ha u-nak magat az integrandust, v’-nek pedig az azonosan
1 figgvényt vélasztjuk.

9.4.Példa: [logxzdx =7

Megoldds. Az u(z) := logz, v'(x) := 1 valasztassal v/ (z) = %, v(x) = z, igy

1
/logxd;v:xlogx—/f-xdx:xlogx—x—i—C’.
x

Integrdlds helyettesitéssel

9.7. Allitss: . Legyenek I,J C R intervallumok. Legyenaz f : J — R
fliggvény egy primitiv fliggvénye az F' : J — R fiiggvény. Hag: 1 — J
egy differencidlhato fliggvény, akkor az (fog)- ¢ fliggvénynek van primitiv
fuggvénye, és

[ He@)g' (@) do = F(g(@))

Bizonyitds. Az Osszetett fliggvény derivaldsara vonatkozé

L (F(gl) = Flg())g' @)
egyenl6ségbdl:
2 (F(g(e)) = Fo())g' (@)

Integrélva mindkét oldalt, az allitds adodik.

A tétel gyakorlati alkalmazasdban a kovetkez6, nem egészen korrekt,
de konnyen megjegyezhetd eljarast szoktak ajanlani. Vezessiink be egy 1j
véltozot: t := g(z). Ennek derivélta & = ¢'(x). Form4lisan dtszorozva da-
szel, kapjuk, hogy dt = ¢'(x) dz. Ezt, valamint g(z) helyébe ¢-t helyettesitve

[ fa@)g @) do = [ 1ty dt = F(t) = Fg(a))

az el6z6 allitassal egyezésben.
A moédszert az aldbbi példan illusztraljuk.

Tartalom | Targymutatd = = 4186 >



Analizis Tippek és trikkok a primitiv flggvény meghatarozasara
Tartalom | Targymutatéd = = 9187 >

9.5. Példa: [ze ™ dx =?
Megoldds. Legyen t := 22, akkor dt = 2z dz. Innen

1 1 1 1
/xe‘xz dx = 5/6_m22xdx =3 /e_f’ dt = —ie_t +C = —56_'”2 +C,

melynek helyessége derivalassal konnyen ellendrizhetd.

Sokszor célszer(ibb az allitds aldbbi valtozatat hasznalni. Tekintsiik a
[ flg(x))d' (z)dz = F(g(x)) egyenl6séget valamilyen g~—!(x) helyen (fel-
téve persze, hogy a g~ ! inverz fiiggvény létezik). A bal oldali (f o g)¢’
integrandus egy primitiv fliggvényét H-val jelolve, kapjuk, hogy F(x) =
H(g~(x)). A kovetkez6 allitast nyertiik:

9.1. Kévetkezmény: . Legyenek /,J C R intervallumok. Hag : I — J
egy olyan differencidlhat6 fiiggvény, melynek ¢g~! inverze létezik, tovabba
az f : J — R fliggvény olyan, hogy a (f o g)¢’ fliggvénynek van primitiv
fuggvénye, akkor f-nek is van primitiv fliggvénye, és

[ f@)do = H(g™ @),
ahol H jeloli (f o g)g’ egy primitiv fliggvényét.

Az allitas tehat az f fliggvény primitiv fliiggvényének megkeresését
visszavezeti az (f o g)¢’ fliggvény primitiv fliggvényének megkeresésére.
A moddszer a gyakorlatban akkor hasznéalhat6, ha ez utébbi feladat mar
egyszert(ibb az eredetinél.

A fenti kovetkezmény latszolag a megel6z6 allitds egy varidnsa. Kii-
16nbség van azonban a gyakorlati alkalmazas terén, melyet a fentebb leirt
formalizmus konnyen attekinthet6vé és megjegyezhet6vé tesz. Szemben az
el6z6 megkozelitéssel, amikor a g fliggvényt helyettesitettiik 4j valtozoval,
most az z valtoz6 helyett vezetiink be egy 4j fuggvényt: © := ¢(t). Deri-
vélva: dr = ¢'(t) dt, tovabbé nyilvan t = g~ !(x). Ezeket behelyettesitve az
eredeti integralba, kapjuk, hogy

[ f@de = [ fa®)g @) dt = H(O) = (g™ (@),

a fenti kovetkezménnyel egyezésben.
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9.6. Példa: Tekintsiik ismét az [ ze~*" dz integrélt. Legyen ¢ := 22, innen

z =/t (g szerepét most a gyokfiiggvény jatssza: ¢(t) = v/t). Derivélva:
dr = 2%/% dt, azaz

2 1 1 1
g = o ’t-—dt:f/ Pt =—Zet .
/xe T /\/ e W 5 e 26 +C

Végiil vissza kell térni a régi valtozohoz, azaz a jobb oldali kifejezést a
t = g~ (z) = 22 helyen vessziik, innen:

1
/336_9"2 dr = —§e_$2 4= €.,

A kovetkez6 példdban a helyettesitést és a parcidlis integralast egytitte-
sen kell alkalmazni.

9.7. Példa: [ eV dx =7

Megoldds. Helyettesitsiink: legyen t := \/z, akkor = = t2, és dz = 2tdt. Innen
[eV¥dr =2 [e!-tdt. Ajobb oldalon parcidlisan integralunk az u(t) := t, v'(t) :=
e! szereposztéssal. Innen u/(t) = 1, v(t) = €', ezért

/eﬁdx:2~ (toet/etdt> :2t6t726t+012ﬁ~6ﬂ726ﬁ+6.

Raciondlis tortfiigguények integrdldsa

Végil roviden vazoljuk raciondlis tortfiigguények (azaz két polinom
hényadosaként kifejezhetd fiiggvények) integrdldsi technikdjat. Nem
torekszink teljes altalanossdgra, csak valds egyiitthatés polinomokat
tekintiink, és csak azt az esetet vizsgaljuk, mikor a nevezd legfeljebb
masodfoka polinom. Feltessziik, hogy a szdmldlo fokszdma kisebb a nevezd
fokszdmdnil, ellenkez6 esetben egyszer(i algebrai miiveletekkel (nevezete-
sen: maradékos osztassal) elérhetd, hogy az integrandus egy polinom és
egy olyan raciondlis tortfliggvény Osszegeként lljon el6, ahol a szamlalé
fokszama kisebb a nevez6 fokszdmandl. Az algoritmust az aldbbi példaval
szemléltetjiik: az eljaras konnyen 4altaldnosithat6 tetszdleges polinomok
esetére.
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9.8. Példa: Hozzuk egyszertibb alakra az alabbi formuldval értelmezett
raciondlis tortfliggvényt (azaz osszuk el maradékosan a szdmlalét a neve-
zbvel):
3
z° +5r —1
e T
o) =" +x+3
Megoldds. A hanyadospolinom legmagasabb foku tagjat a szamlalo és a nevezd
legmagasabb foku tagjainak hdnyadosa adja. Esettinkben ez . A maradékot
visszaszorzassal és kiilonbségképzéssel kapjuk:

23 +5r —1 (23 +5x—1)—x- (22 + 2+ 3) —z? + 21 -1
- T —r4 = -z == -
24+ x+3 2 +z+3 24+ x+3
A jobb oldali masodik tortkifejezésben a szamlédldja mar csak méasodfokd. A
hanyados tehét _;”22 = —1, a maradékot ugyantigy kapjuk, mint az el6z6 1épésben:
3 -1 —22 422 —1) = (=1) - (22 2
z° + 5z zx—1+( x*+2r—1)—(-1) (= +m+3):x_1+ 3z + .
2+z+3 2+z+3 224+ x+3

Eléallitottuk tehat a kiindulasi tortfiiggvényt egy elséfoki polinom és egy olyan
raciondlis tortfiiggvény Osszegeként, ahol a szdmldlé mar hatarozottan kisebb
fokszama, mint a nevezd. Figyeljiikk meg, hogy az algoritmus az egész szamok jol
ismert osztési algoritmusanak pontos megfelelje.

1. Els6fokt nevezé: Hatdrozzuk meg az alabbi primitiv fliggvényt:

1
/ dx
T+ a

Megoldds. Az integral a 9.3. Allitas segitségével azonnal meghatérozhato:

1
/ dx =log |z + a|l + C.
z+a

9.9. Példa:

1 1 1 1
dr = - dr = -1 3|+ C
/2:13—1—6 v 2/x—i—3 . 20g|a:+ |+

minden olyan intervallumon, amely a (—3) szdmot nem tartalmazza.
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2. Mésodfokt nevez6: Hatarozzuk meg az alabbi primitiv fliggvényt:

r+a
[
T4+ pr+q
Feltehet6, hogy a szdmlalé konstans. Ellenkez6 esetben az integrandus két
olyan tortkifejezés dsszegére bonthatd, hogy az elsében a szdmlalé épp a

nevezg derivaltja (igy a 9.3. Allitds alkalmazhat6), a masodikban pedig a
szamlalo konstans:

z+a / 20 +p —p+2a/ 1
—_— x + dr =
xQ—}-px—l—q T2 332+p$—1—q 2 22+ pr+q

1 —p+ 2a 1
= -1 2 / d7
5 logle” +pe+al+ — Zrprtg

igy elég a jobb oldali méasodik integralt meghatdrozni. Az alkalmazott
integralasi technika a nevezd valds gyokeinek szdmidtdl fligg, az aldbbiakban
ezeket részletezziik.

2a. Nincs valds gyok, azaz % — ¢ < 0. Ekkor a nevezd teljes négyzetté
alakithato:

1 1 1
2 +px+q (z+8)2+(¢— &) (x+5)?+c
1 1
:?/717 5 dzx.
(“2) +1

Alkalmazzuk at :=

1 1 1 2
/7dm:Earctgt+C:Earctg (x—ic-2> +C,

22 +pr+q
b2 >
ahol tehét ¢* := ¢ — &..
9.10. Példa: Hatdrozzuk meg az aldbbi primitiv fiiggvényt:
1
- = d
/ 22 +4z+13°

Megoldds. A nevezdnek nincs valds gyoke, és teljes négyzetté alakithat6, innen

1 1 1 1
= de=: [ ——
/x2+4x+13 v /(x+2)2+9 ’ 9/(@2)2“ v
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Alkalmazzuk a t := IT“ helyettesitést. Innen dx = 3 dt, és

1 1 1 1 T+ 2

——— dt = —arctgt + C = -arctg [ —— .
/t2—|—1 garctg +C 3arcg( 3 )—i—C

/;dx 1
22 +4x+13 7 3

2b. Egyetlen valds gyok van, azaz % — q = 0. Ekkor a nevez6 a gyoktényez6

négyzete, a primitiv fliggvény pedig azonnal adédik:
1 1 1
= drz= —dr=— ,
/x2+p1:+q v /(1:4—’2’)2 v x+§+0

9.11. Példa: Hatdrozzuk meg az aldbbi primitiv fiiggvényt:
1
———d
/ 2zt

Megoldds. A nevezbnek egyetlen valés gyoke van, a (—2). Ezért:
1
+C.

| mwirae = are
- = — dp=——
22+ 4z +4 (x +2)? x+2

2c. Két kiilonbozo valds gyok van, azaz % — g > 0. Ekkor a nevez6 két
kiilonboz6 gyoktényezd szorzata:
1 1
J——— "
% +pr+q (x —21)(z — x2)

ahol z1,29 a nevez6 gyokei.
Ko6z06s nevezdre hozassal konnyen ellenérizhet6 az alabbi algebrai 4t-

alakitds helyessége:
1 1 ( 1 1 >
(x—z1)(x —22) X1 —T2\T—21 T—22/
azaz az integral két 1. tipust integrél dsszegére bomlik. Az integrédlds most
mar nehézség nélkiil elvégezhet6:
1 1 1 1
[t ([ [ ) -
T4+ pr+q xr1 — T2 T — T xr — To
1 _
= log | 2= 4 e
Tr1 — T2 Xr — X9
= = 4191 b
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Az iménti algebrai atalakitast a parcidlis tortekre bontds moédszerének
nevezik. Az atalakitds algoritmusa az alabbi médon is megjegyezhetd,
ill. alkalmazhat6. Prébéljuk meg az tortkifejezést két egy-
szer(ibb tort dsszegeként eldéllitani:

1
(z—z1)(z—2)

1 A n B
(x—x)(x—22) T—T1 T—13

ahol A, B egyel6re ismeretlen szamok. A jobbooldalt k6zos nevezdre
hozva kapjuk, hogy:

A B Ar — Azo + Bx — Bxr; (A4 B)x + (—Axe — Bxq)
+ = =
T —T1 X — o (r —x1)(x — 22) (x —x1)(x — 22)
A kifejezés biztosan azonosan egyenl6 a kiindulési m tortkife-
jezéssel, ha
A+B=0, — Axy— Bxi=1.

Megoldva ezt a kétismeretlenes egyenletrendszert, A, B meghataroz-
hato.

Az eljards konnyen kiterjeszthetd arra az esetre is, ha a nevez6 elséfoku-
nal magasabb fokt polinomok szorzata.

9.12. Példa: Hatdrozzuk meg az alabbi primitiv fliggvényt:

1
————d
/:c2+4:c—5 v

Megoldds. A nevezének két kiillonb6z6 valds gyodke van, éspedig a (—5) és az 1.
A nevez6 gyoktényezss alakja tehdt 22 + 4o — 5 = (z + 5)(z — 1). Bontsuk az
T5=T) Kifejezést parcidlis tortek osszegére:

1 A B

(z+5)(x—1) x—|—5+3:—1’

ahol A, B egyel6re ismeretlenek. A jobb oldalt kozos nevezére hozva kapjuk, hogy

A N B Az —A+Bx+5B (A+B)x+(-A+5B)
r+5 -1  (z+5)(x—-1) (z +5)(z—1) '

Az igy kapott kifejezés biztosan egyenl6 m-gyel, haA+B=0,6és—-A+

5B = 1. Megoldva ezt az egyenletrendszert, kapjuk, hogy A = —%, B = ¢. Innen
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tehat

1 1 1 1 1 1 T
= ——de: dr = -1
/x2+4x—5 v 6) z+5 x+6/x—1 v 6ng

minden olyan intervallumon, amely sem az 1, sem a (—5) szdmot nem tartalmaz-

Za.

9.3. A Riemann-integral

Ebben a szakaszban a primitiv fiiggvény megkeresésének egy éltalanos
modszerét épitjiik fel. Az elv, nagy vonalakban, az alabbi lesz. Legyen
f : [a,b] — R folytonos és (egyel6re) nemnegativ fliggvény, és jelolje T'(x)
az f fuggvény grafikonja alatti tertiletet az a és valamely x € [a,b] hely kozt.
Akkor tetszbleges a < zp < z < bmelletta T'(z) — T'(xo) kiilonbség nyilvan

fixg)

Ttx,)

X0

9.1. abra. A T teriiletfiigguény és megudltozdsa

a grafikon alatti teriilet az g és az x helyek kozt, és ez, szemléletesen
lathatéan, , kortilbeliil” az f(xo) - (z —xo) értékkel egyezik, ha x ,elég kozel”
van zg-hoz. Ez esetben tehat

T'(x) — T (zo)
Tr — X0

~ f(zo).

Vérhat6 ezért, hogy = — 1z esetén a bal oldal f(z¢)-hoz tart. Ha ez
valéban igy van, akkor T'(x¢) = f(zo) minden zy € [a,b] esetén, azaz a
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T teriiletfliggvény primitiv fliggvénye f-nek [a,b]-n. Ahhoz, hogy ezt
igazolni tudjuk, az intuitiv tertiletfogalmat kell pontositani. Ezt tessziik
meg a kovetkez6kben. A szigoru targyaldas meglehet6sen nehéz, ezért
ahol csak lehet, igyekeziink szemléletes fogalmakkal dolgozni, részben
tfeldldozva a szabatossagot.

Integrdlkozelitd dsszegek

Legyen [a,)] C R korlatos intervallum, f : [a,b] — R pedig egy
egyelGre tetszbleges fliggvény.

Intervallum felbontdsa:

Az [a,b] intervallum egy felbontdsdn (vagy felosztdsin) egy a = xg < 1 <
x9 < ... < xny = b véges sorozatot értiink. Jeldlje a tovabbiakban hj :=
Tk — Th—1 (k = 1,2,...,N ) A felbontésﬁnomsa’gﬁinak a (5]\[ ‘= MaxXj<g<N hk
szamot, azaz a maximalis hossztisagu részintervallum hosszat nevezziik.
Azt mondjuk, hogy a felbontdsok egy sorozata korldtlanul finomodéd, ha a
megfelel6 é y szdmok sorozata zérussorozat, azaz dy — 0 (N — +00).

Most definidlunk két nagyon szemléletes fogalmat, melyek a gorbe

alatti teriilet fogalménak megalapozasahoz sziikségesek.

Alsé, felsd integrdlkozelito osszegek:

Legyena = zp < 1 < 22 < ... < zn = b az [a,] intervallum egy tetsz&le-
ges felbontasa. Az f : [a,b] — R fliggvény ezen felbontashoz tartozoé alsé
integrilkozelito 0sszegén az

N
SN ()= fpn .y,

k=1

szamot, felsd integrdlkozelitd osszegén pedig az

N
SV (F) =D fir - by
k=1

szamot értjiik, ahol fin ill. e jeloli az f fliggvénynek az [vj_1,7]
részintervallumon felvett minimadlis ill. maximaélis értékét (feltéve, hogy
ezen értékek léteznek).

Ha pl. az f fuiggvény folytonos az [a,b] intervallumon, akkor a defini-
ciéban szerepls fi™'", fi*** Weierstrass tétele értelmében mindig léteznek,
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9.2. abra. Alsé és felsd integrilkozelitd 0sszeg

ekkor tehat a definicié mindig értelmes. Nyilvanval6, hogy minden felbon-
tas esetén teljesiil, hogy

s™(p) < M ().
Alsé, felsd integrdl:

Az S_(f) = sup S™(f) (Il az S,(f) := inf SV (f)) szémot az f fiigg-

vény alsé integrdljdnak (ill. felsd integrdljdnak) nevezziik, ahol az infimum és
szuprémum az [a,b] intervallum Osszes felbontdsdra vonatkozik.

Nyilvanvald, hogy minden f fliggvény és minden felbontés esetén
S™(f) < S-(f) < 5:(f) < S(p),

Riemann-integrdl:

Azt mondjuk, hogy az f : [a,b] — R fliggvény Riemann-integrdlhatd, vagy
roviden: integrdlhatd, ha az als6 és fels6 integralja megegyezik. Ekkor ezt a
kozos értéket f-nek az [a,b] intervallumon vett Riemann-integrdljinak (vagy
hatdrozott integrdljdnak) nevezziik, és az [ f vagy az [° f(z)dx szimbolum-
mal jeloljiik.

A primitiv fliggvényhez hasonl6 elnevezés és jelolés indokoltsagat a
kovetkez6 szakaszban fogjuk latni. Kidertil, hogy a teljesen kiillonb6z6 szar-
maztatés ellenére a Riemann-integral és a primitiv fliggvény igen szoros
kapcsolatban dllnak egymadssal.
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Nyilvdnvalg, hogy minden Riemann-integrdlhat6 f fliggvény és min-
den felbontas esetén

sV < | "r< S,

ami egyuttal azt is jelenti, hogy a Riemann-integral az intuitiv ,gorbe
alatti tertilet” pontos megfelel&je. Valéban, a szoban forgé sikbeli halmaz
(melyet tehat az f fliggvény grafikonja, az = tengely valamint az x = a
és x = b fiiggbleges egyenesek hatdrolnak) minden als6 integralkozelitd
Osszeget reprezentdl6 téglalap-egytittesnél csak bévebb, és minden fels6
integralkozelitd osszeget reprezentalé téglalap-egytittesnél csak sziikebb
lehet, igy teriilete az also és fels6 integralkozelité osszegek kozé kell, hogy
essék.

Egyaltaldn nem magétol értet6dd, hogy az alsé és fels6 integral min-
den fliggvény esetén megegyezne. Ez valéban nincs igy. Ellenpéldaként
tekintsiik pl. a [0,1] intervallumon értelmezett Dirichlet-fiigguényt (mely
minden racionalis szamhoz 1-et és minden irracionélis szamhoz 0-t rendel).
Konnyen lathat6, hogy ennek minden als6 integralkozelitd osszege (és
ezért als6 integralja is) 0-val, és minden fels6 integralkozelité osszege (és
ezért fels6 integralja is) 1-gyel egyenl6. Ez a fliggvény tehdt nem Riemann-
integralhat6. Azonban a legtobb altalunk mdr ismert fliggvény az. Trividlis
példa erre a konstans fiiggvény. Az alabbi allitas igazolasat az Olvaséra
bizzuk.

9.13. Példa: Az f : [a,b] — R, f(z) = ¢ figgvény (ahol ¢ € R tetszbleges
szam) Riemann-integralhato, éspedig | ;’ f=c-(b—a).

Latni kell azonban azt, hogy a Riemann-integral pontos kiszamitasara
a definici6 a legtobbszor teljesen alkalmatlan. Kozelitd meghatarozasa
azonban - elvileg — igen konnyti. Tekintsiik az [a,b] intervallum egy tet-
szbleges a = xp < 1 < x2 < ... < xy = b felbontdsat. Minden [xj_1,x]
részintervallumban vegytink fel egy tetszdleges &, € [x;_1,x1] pontot, és
készitsiik el a

N
on =Y f(&) - hu
k=1

Osszeget (Riemann-0sszeg vagy téglinyosszeg). Megmutathaté (de nem
bizonyitjuk), hogy az f fiiggvény pontosan akkor Riemann-integrdlhaté az [a,b]
intervallumon, ha minden korldtlanul finomodo felbontdssorozat esetén a megfeleld
Riemann-osszegek sorozata a felbontdstdl és a &, € [x—1,x)] pontok vdlasztdsdtol
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9.3. abra. Egy Riemann-0sszeg

fiiggetleniil konvergens, éspedig ugyanahhoz a szdmhoz tart. Ekkor ez a kozos
hatdrérték az |, f f Riemann-integrdllal eqyezik.

Roviden (bdr nem egészen pontosan) tehat

N b
kglf(fk)'hk—) / £ ha Gy = max b 0.

Kovetkezésképp minden, elég finom felbontés esetén egy tetsz6leges
Riemann-6sszeg a Riemann-integralt jol kozeliti. A kozelités hibaja azonban
nehezen becstilhetd, ehhez az f fliggvénytdl tobbet kell megkovetelni, pl.
azt, hogy f elégitse ki a Lipschitz-feltételt (Id. alabb).

A Riemann-0sszegek definici¢jabdl nyilvanvald, hogy egy adott fel-
bontdshoz tartozé tetszéleges Riemann-0sszeg tetszbleges alsé és fels6
integralkozelité osszegek kozé esik, azaz

N
SU) < X ) b < SEV(H).
k=1

Megjegyezziik még, hogy a Riemann-integrdl szemléletes jelentése eldjeles
teriilet, azaz negativ értékii fliggvények esetében a gorbe alatti (helyesebben:
a gorbe feletti) teriilethez negativ el&jel jarul.

Felvet6dik a kérdés, hogy miféle feltételek biztositjdk egy fliggvény
Riemann-integralhatésdgat. A kovetkezo allitds azt mutatja, hogy ehhez
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elegendd, ha a fiiggvény kielégiti a Lipschitz-feltételt (amibdl a folytonossag
mar kovetkezik).

9.8. Allitas: . Ha az f : [a,b] — R fiiggvényhez van olyan C' > 0 szam,
hogy minden z,y € [a,b] esetén teljestil az | f(z) — f(y)| < C - |x — y| becslés,
akkor f Riemann-integralhat6 [a,b]-n.

Bizonyitds. Tekintstik [a,b]-nek egy a = 2y < 21 < z2 < ... < zy = b felbontdsat.
Akkor a fels és alsé integralkozelitd osszegek kiilonbségére teljestil, hogy

N N
0< S.(:,.N) . S(_N) _ Z(‘f’?lax . flglin) hy < ZC|$k _ xk—1| chy =
k=1 k=1

N N
2
:C-;hk SC-lrSr}Canghk-kZ:lhk =C-0y-(b—a).
Tekintsiink felbontasoknak egy korlatlanul finomod¢ sorozatat. Ekkor dy — 0
miatt a jobb oldal zérushoz tart, ami azt jelenti, hogy egymashoz tetsz6legesen
kozeli also és felso integralkozelitd osszegek léteznek. Innen S_(f) = Sy (f) mar
kovetkezik, azaz f valéban Riemann-integralhat6 [a,b]-n.

Megijegyezziik, hogy a fenti dllitds bizonyitdsa egytttal egy hibabecs-
lést is szolgdltat a Riemann-0sszegekre nézve. Valéban, mivel mind a
Riemann-integral, mind pedig egy tetsz6leges Riemann-tsszeg az also és
tels6 integralkozelitd osszegek kozé esnek, azért

N
/bf<:r)dx S fE) | < SN =5 < 0 by - (b - a),
a k=1

tehat a Riemann-0sszeg és a Riemann-integral eltérése pusztan a felbontés
finomsagdval és a Lipschitz-konstanssal megbecsiilhetd.

Lényegében a fenti allitas bizonyitdsdnak technikdjaval mutathaté meg
az is, hogy ha f monoton és korldtos az |a,b] intervallumon, akkor ott Riemann-
integrilhatd is.

A fenti allitdsnal sokkal erdsebb tétel (bizonyitasdhoz eddigi esz-
koztarunk nem elegend®), hogy a Riemann-integralhatésagot mar a folyto-
nossdg is biztositja.

9.1. Tétel: . Minden, az [a,b] korlatos intervallumon folytonos fliggvény
Riemann-integralhat6 is [a,b]-n.
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Megjegyezziik még, hogy az integrdlfogalom sokkal tagabb fiigg-
vényosztélyra is kiterjeszthets. Igy pl. elegend6 a szakaszonkénti foly-
tonossag, tehat az integrandusnak (véges sok pontban) ugrasa is lehet, az
integral pedig az egyes részintervallumokon vett integralok osszegével
egyezik. Igazolhat6 tovabb4, hogy ha az integrandus értékét véges sok pont-
ban tetsz6legesen megvaltoztatjuk, ez sem az integralhat6sdgot, sem pedig
az integral értékét nem befolyédsolja. Az integralfogalom kiterjesztésének
részleteivel azonban (a késébb targyaland6 improprius integrél kivételével)
e jegyzet keretein beliil nem foglalkozhatunk.

A kovetkezd tételben 0sszefoglaljuk a Riemann-integral alaptulajdonsa-
gait. Mindegyik allitds egyszertien beldthaté a Riemann-6sszegekre val6
attéréssel a hatarértékekre vonatkozo6 osszefiiggéseket alkalmazva, igy a
bizonyitdsokat elhagyjuk.

9.2. Tétel: . Legyenek f,g : [a,b] — R Riemann-integrdlhato fliggvények.
Akkor

@ [;(F+9) = Iy F+ [y 9,

®) fy(f =) =Ja f = JJ9,

© [P(c- f) =c- [? f tetszBleges ¢ € R esetén,

(d) ha f < g teljestil [a,b]-n, akkor f;’f < f: g,

©Ja f =TT+ 12 F.

Definici6 szerint legyen mindig [ f := 0 (a szemlélettel teljes ssz-
hangban), tovdbba, ha b < a, akkor jeldlje ]ff = — [,' f. Ezekkel a
megallapodédsokkal az el6z6 Tétel (e) allitdsa akkor is teljesiil, ha az «
szam nem feltétlen esik bele az [a,b] intervallumba (feltéve, hogy f az itt
el6forduld, az [a,b] intervallumnal bévebb [a,b] ill. [a,a] intervallumon
integralhato.

A szakasz végén még egyszer hangsilyozzuk, hogy eddigi eszkdzeink
birtokdban egy-egy konkrét fliggvény Riemann-integraljdnak kiszdmitdsa
még mindig nagyon nehézkes, bar elvileg tetsz6leges pontossaggal megha-
tdrozhat6 (pl. a Riemann-osszegek segitségével). A kovetkezd szakaszban
megmutatjuk, hogy az f fliggvény egy primitiv fiigguényének ismeretében a
Riemann-integrdl meghatdrozasa mdr igen egyszer(i. Ez egyuttal kapcsola-
tot is jelent a differencidlszdmitas és a Riemann-integral mindeddig teljesen
kiilonbozének ting tertiletei kozott.
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9.4. Az integralszamitas kozépértéktétele és a Newton-Leibniz-
tétel

9.3. Tétel: (az integralszamitds kozépértéktétele). Legyen f : [a,b] — R
folytonos (igy Riemann-integrdlhato) fliggvény, akkor van (legaldbb egy)
olyan ¢ € [a,b] pont, melyre

b
£ =7 [ f@)da.

Bizonyitds. Jelolje m = min,<,<p f(x), és M := max,<,<p f(z) (e szé-
mok Weierstrass tétele értelmében jol definidltak). Koénnyen lathats, hogy
m(b—a) < [ f(z)de < M(b— a), azaz

b
m S ﬁ\/a f(x)dl S M.

Bolzano tétele miatt tehat létezik olyan ¢ € [a,b] hely, ahol az f fliggvény a
= J. ; f(x)dz értéket veszi fel.

A tételben szerepl6 - | (f f(z)dx szamot az f fliggvénynek az [a,b]
intervallumra vonatkozé integrdlkozepének nevezziik.

A tétel igen szemléletes. Azt fejezi ki, hogy a gorbe alatti teriilet pon-
tosan egyenld egy olyan téglalapnak a teriiletével, melynek egyik oldala
maga az [a,b] intervallum, mdsik oldala pedig valamilyen ,kozbensd” f(&)
tuggvényérték (1d. a 9.4. abrat).

A tételt alkalmazva az [a,b] intervallum egy tetsz6leges felbontasakor
tellépé részintervallumokra, azonnal kapjuk azt az érdekes kovetkezményt,
hogy az [a,b] intervallum bdrmely felbontdsdhoz taldlhaték olyan &, € [xj—1,x]
pontok, hogy a megfelels SN _, f(&)hy, Riemann-dsszeg pontosan egyenld az
[P f(x)dz Riemann-integrdllal. Kis talzdssal mondhatjuk tehat, hogy a
Riemann-6sszegek nem is olyan rossz kozelitései a Riemann-integralnak.

A kozépértéktétel segitségével most mar jellemezni tudjuk az el6z6
szakasz elején emlitett T teriiletfiiggvényt.

9.2. Kévetkezmény: . Legyen f : [a,b] — R folytonos fliggvény, és minden
a < x < b esetén jelolje

T(z) := /axf

(integrélfiiggvény). Akkor az igy definialt 1" fliggvény primitiv fliggvénye
f-nek az [a,b] intervallumon.
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7
/

9.4. dbra. Az integrilkozép szemléltetése

Bizonyitds. Legyenek xz,zo € [a,b] tetsz6legesek. A Riemann-integral alaptulaj-
donséagai (9.2. Tétel) kovetkeztében

(@) Ha z > x¢, akkor T'(z) — T'(zo) = [F f = [ f= [ f+ f;o f= [ f, azaz
T(x) —T(x0) = f; f. A kozépértéktétel (9.3. Tétel) miatt van oly & € [zg,x], hogy

£(&) = L= [7° f(x)de, innen TW=Tlro) — r(g),

(b) Ha o < xo, akkor T(zg) — T(x) = [f — [Tf = [Tf+ [°f—[7F
azaz T(xo) — T(z) = [° f. Ujra a kozépértéktétel miatt van oly € € [z,70], hogy

f(€) = 75 [.° f(x)dx, ahonnan % = f(&)

Mindkét esetben van tehat olyan £ hely az = és zy kozott, hogy

T(z) = T(x0)
r — X

= 1)

Ha most z — z, akkor nyilvdn { — ¢ is teljesiil, igy f folytonossdga miatt f(£) —
f(xo). Ezért T differencidlhaté xo-ban, és T'(z9) = f(z¢), amivel a bizonyités
kész.

Most mér bebizonyithatjuk a primitiv fliggvény és a Riemann-integral
kapcsolatat leir6 alapvetd tételt, melyet az integrdlszdmitds alaptételének is
neveznek.
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9.4. Tétel: (Newton-Leibniz-tétel). Legyen f : [a,b] — R folytonos fiigg-
vény, és legyen I ennek egy tetsz6leges primitiv fliiggvénye. Akkor

/: f(@)dz = F(b) — F(a).

Bizonyitds. Vezessiik be ismét a T integralfiggvényt: T(z) := [ f. Az el6z6
Kovetkezmény értelmében T primitiv fliggvénye f-nek, igy az F primitiv
fuiggvénytél csak egy konstansban kiilonbozhet: F' = T + C alkalmas C € R
szamra. Innen pedig

b a b
F(b) — F(a) = T(b) + C — T(a) - C = / F@)de — / @)z = / F(w)da,

ami a tételt igazolja.

Bevezetve a tomor [F]8 := F(b) — F(a) jelolést, a Newton-Leibniz-tétel

az aladbbi formaéba is irhaté
b b
[ tarde = (P = | [ s(yaa]

ami egyuttal indokolja a hasonl6 jelolést is.
Mivel pedig f definici6 szerint primitiv figgvénye az f’ derivaltfiigg-
vénynek (ha az l1étezik), azért igaz az aldbbi

9.3. Kovetkezmény: . Ha f : [a,b] — R folytonosan derivélhat6 az [a,b]
intervallumon, akkor

[ 1@y = 1)~ s(a).

Az eredményeket néhdny példéan keresztiil szemléltetjiik.

9.14. Példa: Hatdrozzuk meg a szinuszfiiggvény grafikonjanak egyetlen
télhullama alatti tertiletet.

Megoldds. A szoban forg6 teriiletaz [, sin z dx Riemann-integrallal egyenl6. Ennek
értéke [ sinw dz = [~ cosz]] = —cosm + cos0 = 2.
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N

9.5. abra. Fél szinuszhulldm alatti teriilet

9.15. Példa: Mekkora teriiletet fognak kozre az x — 2% és az z — /&
tiiggvények grafikonjai?

Megoldds. A széban forgd tertilet két Riemann-integral kiilonbségeként fejezhet6
ki, mégpedig

1 1 1 1
/\/gdxf/ zz{%e‘»/z} [1:63] _2 1 1
0 0 3 0 3 0 3 3 3

9.6. dbra. Az x +— 22 és az x — /7 fiigguények grafikonjai kozti teriilet

A primitiv fliggvények meghatdrozdsara a mar targyalt integraldsi mod-
szereket hasznalhatjuk. Kiilon megemlitend6 azonban a helyettesitéses integ-
rdlds esete, mely hatdrozott (Riemann-) integralok kiszdmitdsdra valamivel
egyszertibben hasznalhat6, mint a primitiv fliggvények meghatdrozasara.
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9.9. Allitas: . Ha az f : [a,b] — R folytonos fiiggvény primitiv fliggvénye
F, g : [a,b] — R pedig folytonosan differencialhat6 fiiggvény, akkor

Az 4llitds a 9.7. Allitss azonnali kvetkezménye. Kiilonbség van azon-
ban a gyakorlati alkalmazasban. Bevezetve a ¢t := g(x) helyettesitést, de-
rivélassal a formalis dt = ¢'(x)dx egyenl6ség ad6dik. Az éllitast ebben a
formalizmusban Ggy interpretaljuk, hogy ha az eredeti = valtoz6 befutja az
[a,b] intervallumot, akkor az 4j ¢ valtoz6 nyilvén a [g(a),g(b)] intervallumot
futja be, innen

b g(b)
[ fatg@as = [ ryar = [r30)

Az integrandusban tehat g(x)-et kicseréljiik t-re, ¢'(z)dz-et di-re, az integ-
ralasi hatarokat pedig g(a)-ra ill. ¢(b)-re, igy egy Uj integralt kapunk,
melyet feltehetéen mar kdnnyebb kiszdmitani. A fenti gondolatmenet

matematikailag nem egészen korrekt, de konnyen megjegyezhetd, és, mint
lattuk, mégis korrekt eredményre vezet.

9.16. Példa: Szamitsuk ki az foﬁ - sin 2 dz Riemann-integralt.

Megoldds. Legyen t := z%, akkor derivalassal dt = 2z dz. Mikor z befutja a [0,v/7]
intervallumot, ¢ a [0,7] intervallumot futja be, igy

VT 1 VT 1 ™
/ a:~sina:2dx:f/ sinx2~2xda::f/ sintdt =
0 2 Jo 2 Jo

1
3 (—cosm + cos0) = 1.

= %[— cost]f =

A 9.9. Allités egy hasznos speciélis esetét nyerjiik, ha az integralasi

hatérokat (a és b) kicseréljiikk a g~(a) és g~1(b) szdmokra (feltéve persze,

hogy a g~ ! inverz fiiggvény létezik). Felcserélve az z és t véltozojeldléseket

(ez megtehetd, egy-egy integralon beliil a fliggvény argumentumanak
jelolése kozombos), a kovetkezd allitdshoz jutunk.
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9.4. Kovetkezmény: . Ha f : [a,b] — R folytonos, g : R — R pedig olyan
folytonosan differencidlhato fiiggvény, melynek ¢g~! inverze létezik, akkor

b gL (b)
[ t@de= [ " gty eyt
¢ 97 (a)

Az éllitas gyakorlati alkalmazasa a mar megismert szemléletes forma-
lizmusban a kovetkez6. Szemben a 9.9. Allitas esetével, ahol egy fiigg-
vényt helyettesitettiink véltozéval, most az x valtoz6t helyettesitjiik egy
g fuggvénnyel: z := g(t). Derivélva: dz = ¢'(t)dt. Az 4j valtozénak
megfelel6 integraldsi hatarokat az aldbbi meggondoldssal nyerjiik. Nyilvan
t = g~ !(x), igy ha x befutja az [a,b] intervallumot, akkor ¢ a [g~(a),g~*(b)]
intervallumot futja be. Az integrandusban tehat kicseréljiik z-et g(t)-re,
dx-et ¢'(t) dt-re, az integrélasi hatérokat pedig g~ ' (a)-r ill. g~*(b)-re. Igy
egy Uj integralt kapunk, melyet — reményeink szerint — mér konnyebb
kiszamitani.

9.17. Példa: Hatdrozzuk meg az f : [0,1] — R, f(z) := V1 — 22 fliggvény
grafikonja (negyedkor) alatti tertiletet.

Megoldds. A kérdéses teriilet nyilvan az ji)l V1 — 2% dr Riemann-integral érté-
kével egyezik. Legyen z := sint, akkor dx = costdt. Kdénnyen lathato, hogy
amennyiben ¢ befutja a [0,5] intervallumot, x épp a [0,1] intervallumot futja be.
(Gépiesebben: ¢ befutja az [arcsin 0,arcsin 1] intervallumot.) Innen

1 Z Z
/ \/1fx2dx:/ \/1fsin2t~costdt:/ cos? tdt
0 0 Jo

Alkalmazva a cos? t = 122L trigonometrikus azonossagot:

1 s . s
1 1 2t %
/\/1—z2d:v:-/2(1+cos2t)dt:-{t+sm } :%.
0

2 Jo 2 2 |,

Megkaptuk tehat az egységsugarta kor tertiletének negyedrészét. Az
eredmény persze jol ismert, ami azt jelzi, hogy a Riemann-integrél valéban
a geometriai teriiletfogalmat altalanositja.

9.5. ivhossz és térfogat

Ebben a szakaszban sikgorbék ivhosszat fogjuk értelmezni és a kiszamitasara
formulét adni. Nem célunk teljes dltaldnossagra torekedni. Csak olyan gor-
békkel foglalkozunk, melyek folytonos fliggvények grafikonjaként allithatok
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el6. Hasonléan, a térfogatot is csak bizonyos forgdstestekre vizsgaljuk, még-
pedig olyanokra, amelyek egy folytonos = — f(x) fliggvény grafikonjanak
az z tengely koriili megforgatdsaval keletkeznek.

Tvhossz:
Legyen [a,b] C R egy korldtos intervallum, f : [a,b] — R adott folytonos
figgvény. Jelolje I' az f fiiggvény grafikonjat, azaz

I:={(z,f(z)): a<z<b} CR>%

Legyen a = 9 < 1 < ... < xy = b az [a,b] intervallum egy felbontésa.
Tekintsiik az ehhez tartozo6 beirt torottvonal hosszat:

N
Ly:=>) \/(wk —z-1)? + (f(2k) — f(@k-1))2
k=1

Ha a beirt torottvonalak halmaza feliilr6l korlatos, akkor azt mondjuk,
hogy a I' gorbének van fvhossza, a beirt torottvonal-hosszak fels6 hatarat
pedig a gorbe vhosszdnak nevezziik, és a |I'| szimbélummal jeloljiik.

A definici6 igen szemléletes, de konkrét gorbék ivhosszédnak kiszami-
tasdra alkalmatlan. Ha azonban az f fliggvény nemcsak folytonos, de
folytonosan differencidlhaté is, az ivhosszra (elvben) egyszer(i formulat tu-
dunk adni.

9.5. Tétel: . Legyen f : [a,b] — R folytonosan differencidlhaté fliggvény,
jelolje I a fliggvény grafikonjat. Akkor I'-nak van ivhossza, éspedig

= [ (R

Bizonyitds. Jelolje szokdsosan hy = z, — z4—1 (k = 1,2,...,N), akkor az adott
felosztashoz tartozo beirt torottvonalhossz:

N N 2
Ly ="/ 4 (Flan) — Flan))? =4 /1+ (f(l‘w—f(l"v—l)> e
k=1 k=1

Tk — Tk—1

A Lagrange-kozépértéktétel szerint alkalmas &, € [z;—1,2)] szdimok mellett az itt
fellépd kiilonbségi hanyadosok pontosan egyenl6k a f'(§y,) derivaltakkal, innen

N
Ly =Y V14 (€))% hx,
=1
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azaz Ly az f: V1 + (f'(z))? dr integral egy Riemann-6sszege (az integral létezik,
mert f’ folytonos). A felbontés korlatlan finomitédsa mellett tehat az L szdmok
ehhez az integralhoz tartanak, ami egyuttal az Ly szdmok szuprémuma is. A
részletes meggondoldsokat elhagyjuk.

9.18. Példa: Szamitsuk ki az R sugart félkor kertiletét.

Megoldds. Jelolje f(x) := v R? — 22 (ahol —R < x < R), akkor f grafikonja épp
egy origo kozep R sugart félkor. Nyilvan f'(z) := —=%=, igy a 9.5. Tétel miatt
a gorbe ivhossza

b b 2 b R

Helyettesitstink: x := Rsint, akkor do = Rcostdt. Az 1j integraldsi hatarok:
—m/2 és w/2. Innen

/2 R
7| :/ Rcostdt = Rm.
x/2 Rcost

Az eredmény persze jol ismert. A példa azt illusztrdlja, hogy a fenti
fogalom val6éban az intuitiv ivhossz-fogalmat takarja.

9.19. Példa: Szamitsuk ki az x +— ch z lancgorbe ivhosszat a —1 és 1
abszcisszaja pontok kozt.

Megoldds. A fuggvény derivéltja: « — sh z, innen az {vhossz:

1 1
1

|I‘|:/ \/1+sh2xdx:/ chzdr=2shl=e——.
~1 1 €

Ha a gorbe = a(t), y = b(t) paraméteres formdban adott (ahol ¢
valamilyen [o,3] intervallumot fut be), akkor a % = Zi((g Osszefliggést
felhaszndlva, az x := a(t) helyettesitéssel az ivhossz aldbbi kifejezéséhez

jutunk:

B
ri= [ V@wr+ oy a

(mivel ekkor dz = d/(t) dt). Ez a megkozelités mar alkalmas az ivhossz-
fogalomnak és az ivhossz kiszdmitasdnak térgorbékre valé kiterjesztésére.
Megmutathat6 (a részletektdl eltekintiink), hogy ha egy térgorbe z = a(t),
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y = b(t), z = c(t) paraméteres formdaban adott (ahol a, b, ¢ adott, foly-
tonosan differencidlhat6 fiiggvények, ¢ pedig valamilyen [o,3] intervallu-
mot fut be), akkor e térgorbe ivhossza az alabbi formuldval szamithat6
ki:

1= [ @@r T R+ @)

Ratériink a forgastestek térfogatanak témakorére.

Forgdstest térfogata:

Legyen [a,b] C R egy korlétos intervallum, f : [a,b] — R adott folytonos
fuggvény. Legyen a = 29 < 21 < ... < xy = b az [a,b] intervallum egy
felbontésa, jelolje hy, := x, — x1—1. Tekintsiik az f fliggvény grafikonja altal
meghatdrozott forgédstestet, amikor a grafikont az « tengely kortil forgatjuk.
Definialjuk a beirt térfogat-osszegeket:

N
V() = Y ()2 by,

N
VIV (f) = SO

ahol fmin ill. fmax jelsli f minimalis ill. maximalis értékét az [xy_1,2x]
részintervallumon. Ha a V_(N)( f) szdamok halmazéanak fels6 hatdra és a

ViN) (f) szdmok halmazénak als6 hatdra megegyezik, akkor ezt a k6zos V'
értéket a fenti forgastest térfogatinak nevezziik.

A definici6 szemléletes: a térfogatot beirt és kortilirt hengerek 6ssztér-
fogataval kozelitjitkk. Valoban, a k-adik henger sugara épp fiin ill. fnax,
magassaga pedig hj. A konstrukcié pontos megfeleldje a Riemann-integral
also és fels6 integralkozelitd osszegeinek. Vildgos, hogy a beirt ill. kortil-
irt térfogatosszegek épp a 7 - f? fiiggvény alsé ill. felsd integralkozelits
Osszegeivel egyeznek, innen azonnal kapjuk a forgastestek térfogatanak
kiszadmitdsara vonatkozo tételt.
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9.6. Tétel: . Legyen f : [a,b] — R folytonos fliggvény, akkor a grafikonja-
nak az z-tengely kortili megforgatasaval nyert forgastestnek mindig van
térfogata, éspedig

V=n- /ab(f(x))Q i

9.20. Példa: Hatdrozzuk meg az sz + i’—; = 1 egyenletti ellipszis z-tengely

koriili forgatasaval nyert forgasi ellipszoid térfogatat.

Megoldds. A felsé fél-ellipszist leir6 fliggvény formuldja: f(x) = by/1 — % (ahol
x € [—a,a]). Innen a térfogat:

a 2 319 3 2
_ 9 x o x o2 a®\ _ 4dabw
V—WLab (1—a2>dx—b7r[w—?m?:|_a—2b7r(a—3a2)— 3 .

9.6. Improprius integral

A Riemann-integrél felépitésekor mindvégig egy korlitos és zirt [a,b]
intervallumon értelmezett fiiggvényeket vizsgaltunk. Altaldban feltettiik,
hogy a széban forgé fliggvények folytonosak, igy azok automatikusan
korlatosak is (Weierstrass tétele értelmében). Most ezeket a feltételeket
igyeksziink gyengiteni, azaz az integralfogalmat igyeksziink kiterjesz-
teni bizonyos nem korlétos intervallumokra ill. nem korlétos fliggvényekre.

Integrdlds nem korldtos intervallumon

Legyen f : [a, + o0) — R egy (félig végtelen intervallumon értel-
mezett) folytonos fliggvény. Mar tudjuk (9.1. Tétel), hogy f minden [a,b]
korlatos intervallumon Riemann-integralhaté (b > a ).

Improprius integrdl:

HaaT(z) := [ f integrélfiiggvénynek a (+00)-ben van véges hatdrértéke,
akkor azt mondjuk, hogy az [,"*° f improprius integrdl létezik (vagy konver-
gens), és ezt a hatarértéket f-nek az [a, + oo) intervallumon vett improprius

integrdljnak nevezziik. Ellenkezd esetben azt mondjuk, hogy az [."° f
improprius integral nem létezik vagy divergens.
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Hasonléan definidljuk a (—o0,a] félig végtelen intervallumon vett imp-
roprius integralt is. Azt mondjuk, hogy az egész R-en értelmezett folytonos
f fuggvény improprius értelemben integralhat6, ha minden a € R esetén
az [*__ f ésaz [/ f improprius integrdlok mindig léteznek. Ekkor az
[ f+ [;F°° f 6sszeg nem fiigg az a szdm megvélasztasatol (miért?); ezt
az dsszeget f-nek az R-en vett improprius integraljanak nevezziik és az
[* f vagy az [ f szimbélumok valamelyikével jelsljiik.

Legyen ismét f egy [a, 4 0o) intervallumon értelmezett folytonos fiigg-
vény. Jelolje F' ennek egy primitiv fiiggvényét. A Newton-Leibniz-tétel
értelmében minden b > a szamra

[ sy e = ) - Pla)

teljesiil. Képezve mindkét oldal hatdrértékét b — +oo mellett, azonnal
kapjuk, hogy

9.10. Allitas: . Az ["*° f improprius integral pontosan akkor létezik, ha
F-nek véges hatarértéke van a (+00)-ben, éspedig ekkor

+oo
/a f(z)dz = lim F(b) — F(a).

b—-+o00

A jobb oldalon 4ll6 kiilonbséget roviden az [F]}>° szimb6lummal is
szokds jelolni. Formalisan tehdt a Newton-Leibniz-tétel most is igaz, a
(4+00)-ben vett ,helyettesitési érték” helyett értelemszertien hatarértéket
véve.

Analég allitds fogalmazhaté mega [*_ f ésa [T°° f tipust improprius
integralok kiszdmit4sara is.

9.21. Példa: Szamitsuk ki az [, 1 dz improprius integralt (ha az létezik
egyaltaldn).

Megoldds. Az integrandusnak az [1, + oo) intervallumon egy primitiv fliggvénye
az F'(z) := log x el6irdssal értelmezett fliggvény. Ennek nincs véges hatdrértéke a
(400)-ben, igy a széban forg6 improprius integral nem létezik (divergens).

9.22. Példa: Szamitsuk ki az [, % dz improprius integrélt (ha az létezik
egyaltalan).

Megoldds. Az integrandusnak az [1, + co) intervallumon egy primitiv fliggvénye
az F(z) := —1 el6irdssal értelmezett fiiggvény. Ennek hatérértéke a (+o00)-ben
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zérus, innen

Nem korldtos fiigguények integrdlja

Legyen f : [a,b) — R egy (félig nyilt intervallumon értelmezett)
folytonos fiiggvény, ahol f nem feltétlen korlatos: lim; f esetleg (4+o00)
vagy (—o0) is lehet.

Nem korldtos fiigguény improprius integrdlja:
Haa T'(z) := [ f integralfiiggvénynek a b helyen van véges hatarértéke,
akkor azt mondjuk, hogy az |, ;’ [ improprius integrdl létezik (vagy konvergens),
és ezt a hatdrértéket f-nek az [a,b) intervallumon vett improprius integrdl-

janak nevezziik. Ellenkezé esetben azt mondjuk, hogy az |, f f improprius
integral nem létezik vagy divergens.

Ha a lim;, f hatdrérték létezik és véges, akkor az f(b) := lim,; f definici6-
val az f fliggvényt kiterjeszthetjiik az [a,b] zart intervallumra és a kiterjesz-
tett f folytonos marad [a,b]-n. Konnyen lathatd, hogy ekkor a ,kozonséges”
J. f f Riemann-integral megegyezik a fentebb definialt improprius integral-
lal, tehat semmi Gjat nem kapunk; de ez az észrevétel indokolja az azonos
jelolésmodot (ami olykor megtévesztd is lehet, 1évén az improprius integral
a Riemann-integralnal 0sszetettebb fogalom).

Analég médon definialjuk a (a,b] félig nyilt intervallumon vett imp-
roprius integrélt is, ahol lim, f esetleg (+00) vagy (—o0) is lehet, ill. az
(a,b) nyilt intervallumon vett improprius integralt, ha f hatarértéke az
intervallum mindkét végpontjadban végtelen is lehet.

Hasonléan a nem korlatos intervallumon vett improprius integralok
esetéhez, a Newton-Leibniz-tétel most a kovetkezd modositott forméba
irhato.

9.11. Allitas: . Legyen f : [a,b) — R egy félig nyilt intervallumon értelme-
zett folytonos, de a b pont kdrnyezetében nem feltétlen korlatos fiiggvény,
jelslie F egy primitiv fiiggvényét. Az [ f improprius integral pontosan
akkor létezik, ha F'-nek véges hatarértéke van a b-ben, éspedig ekkor

/ab f(@)de = lim F(t) ~ F(a).

Tartalom | Targymutatd = = 4211



Analizis Improprius integral
Tartalom | Targymutatd = = Q212>

A jobb oldalon 4ll6 kiilonbséget roviden (dm kissé pongyola médon)
most is az [F]% szimbélummal szokds jelolni. A Newton-Leibniz-tétel tehat
formalisan tovabbra is igaz marad, a b-ben vett helyettesitési érték helyett

értelemszertien a hatarértéket véve.

9.23. Példa: Szamitsuk ki az fol 1 dz improprius integrélt (ha az létezik
egyaltalan).
Megoldds. Az integrandusnak a (0,1) intervallumon egy primitiv fliggvénye az

F(z) := log z el6irassal értelmezett fiiggvény. Ennek nincs véges hatarértéke a
0-ban, igy a széban forg6 improprius integral nem létezik (divergens).

9.24. Példa: Szdmitsuk ki az fol log x dz improprius integralt (ha az létezik
egyaltalan).

Megoldds. Ha az improprius integral 1étezik, akkor egyenls az fel log  dx értékek
e — 0 melletti hatarértékével (¢ > 0 ). Ez utébbi Riemann-integralt parcidlis
integraldssal szamithatjuk ki. Legyen u(z) := log @, és v'(z) := 1, akkor v/(z) = 2

és v(x) = z, innen

1 1
1
/1ogmdx:[a:-logx]i—/ ;-xdx:1-10g1—e-10g6—(1—e):—1—|—6—e-loge.

A limc_g € - log € hatarérték kiszamitadsdhoz jelolje t := —loge. Hae > 0,ése¢ — 0,
akkor nyilvan ¢t — +oc. Tovébba € - loge = —e™! - ¢, innen pedig

lime-loge=— lim — =

EEI(I) € loge t—}{&-noo et 0

(mert az exponencidlis fliggvény gyorsabban tart (+occ)-be, mint a hatvanyfiigg-
vény). Kovetkezésképp az [ log z dz improprius integrél konvergens, éspedig
fol log z dx = —1.

A fenti levezetést — pongyolan és leroviditve — néha az alabbi forméba
szoktak irni:

1 11
/ log:vdx:[x-loga?][l)—/ —.xdx=[z-logz]} —1=—1,
0 0

T

ahol az [z - log 2]} kifejezés kiértékelésekor a felsd hatdron értelemszer{ien
helyettesitési értéket, az als6 hatdron pedig hatarértéket szamitunk.
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9.7. Feladatok

1. Szamitsuk ki az alabbi primitiv fiiggvényeket.

(a)
/sinx -coszdzx,

/ cos® z dz,

/wlS log z dzx,

(0)
(©)
(d)
/ arctg x dx,

()
/x -arctg z dx,

2 -1
—d
/x2+1 s
1
—d
/4m2+1 v

eII)
dx.
/chmx

(f)

(9)

(h)

< = 213 >

2. ,Az [ - 2%dx integrélt hatdrozzuk meg parcilis integrélassal:

1

u(z) = 2, v'(x) := 2? akkor nyilvan v/(z) = — 2, v(z)

i 1 1,
/Ex dx:§+/?-x dz,

3
%. Innen

ahonnan pedig az adédik (f %3 - 2?dx kivonasaval), hogy 0 = 3 (2?)”.
Hol a hiba a gondolatmenetben, és mi a primitiv fliggvény?

3. Szadmitsuk ki az aldbbi Riemann-integralokat.

(a)

™

/Z tg v dx,
0
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(b)

2]
/ 08T dx,
0 x
jus . 2
/4 sm2x dr.
0 Cos“x

4. Szadmitsuk ki az f(x) := %2 formulaval definidlt fliggvény grafi-
konjanak ivhosszat a 0 és 1 abszcisszdjt pontok kozott.

()

5. Egy kancsal fecske (aki 60°-kal balra kancsalit, azaz amirsl agy
gondolja, hogy egyenesen el6tte van, annak valdjaban 60°-kal eltér a
fecske pillanatnyi irdnyétol) haza akar repiilni a t6le légvonalban 1 km-re
levd fészkére. Kancsalsdga miatt persze dllandéan elvéti az irdnyt, de
folyamatosan korrigalja azt gy, hogy a fészket mindvégig maga el6tt
latia. Mennyi utat mesz meg ténylegesen, mig hazaér? (Utmutatds:
a fecske pélydja egy z(t) = e “cost, y(t) := e “sint paraméteres
egyenlet(i logaritmikus spirdlis, ahol a ¢ paraméter a kancsalitds mértékébdl
hatdrozhat6 meg.)

6. Azy = % egyenlet(i parabola grafikonjanak az y < 2 feltételt

kielégitd darabjat forgassuk meg az y tengely kortil. Mekkora az igy nyert
forgasi paraboloid térfogata?

7. Szamitsuk ki az aldbbi improprius integralokat.

@ -
/ dx,
0 14 e*
+oo 1
—d
/_oo 2211
[
5 dx,
0 2 +1

+oo 3
/ 22 dx.
0

(0)

()

(d)
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Megolddsok
1. (a)
1 1 9
/Sinxcosxdm = §/QSiH$COSl’dl’ =3 /Sian’dl’ = —COZ .

A feladat parcidlis integraldssal is megoldhat6. Legyen u(x) :=
sinz, v'(r) := cosz, akkor u/(z) = cosz, v(x) = sinz, innen
[sinzcoswdr = sin?z — [ cosxsinzdr, ahonnan a keresett integral ki-
fejezhets: [sinx cosz dz = £ sin? 2. Az eredmény nincs ellentmonddsban
az el6z6 eredménnyel. A két aton kiszamitott primitiv fliggvények egy
konstansban kiilonb6zhetnek, és kiilonboznek is:

2 2 2 2

cos 2x cos® x — sin“ x 1 —sin“x —sin“x 1+1 . 9
_ - _ - _ = —- + —sin’z.
4 4 4 42"
) 1+ 2 in 2
9 cos 2x x  sin2x
de = [ = TEB T g 27 .
/COS xdx / 5 T 5 + 1
(¢) Integréljunk parcidlisan: u(z) := logz!® = 13logz, v'(z) = '3,
akkor v/(x) = %, v(x) = %4, innen
1 13 1 13
13 14 13 14 14
logzde = —axloga — = — pMogr — —>
/x ogrdr = o logz— 7 [z 4% logz T06%

(d) Integréljunk parcidlisan: u(z) := arctg z, v'(z) := 1, akkor v/(z) =
és v(z) = z, innen

T 1 2z
/arctga:da::x-arctgx—/mda::x‘arctgx—5 mdmz

1
=z -arctgx — 3 log(1 + 2?).
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(e) Integréljunk parcidlisan: u(z) := arctg z, v'(z) := z, akkor v/(z) = -

1422
és v(z) = 32 innen
/ to 1 d 1, ; 1/ 2
r-arctg xdr = —x° -arctgex — - | ——
& 2 8T 5 | 1422
1 - arct / 2 +1-1 1 2 arct 1 + —arct
= T — = de = —x° - Tr— —x+ = z.
27 & 1+ a2 2 BT T T T LA

(f)

2 2
zv—1 z4+1-2
/md:E:/de:x—%rctgx.

(9) Helyettesitstink: ¢ := 2z, akkor x = % ésdx = %dt, innen

[ yde= [y 5= garctgt = Jarctg2
21 T = 2112 garctg t = garctg 2z.

(h)

er 2e” 2%
dr= [ -5 dz= [ 5 4
/Chx v /ew—i—e_”” v /62“34—1 v

Helyettesitstink: ¢ := e”, akkor x = logt és dx = %dt, innen

e’ 2e2% 212 1
de= | ——dox = | —— -~ dt = dt =log(t?> +1) =
/ch:r * /ezx—i—l * /t2—|—1 t /t2+ og(t” +1)

= log(e** +1).

2. A hiba ott van, hogy a primitiv fiiggvény csak additiv konstans
erejéig egyértelmti. Az

1, 1 1
/Ex dx:§+/g-:c dzx,

egyenl6ség két oldalan &ll6 primitiv fliggvény tehat egy konstansban
kiilonbozhet (és kiillonbozik is).
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3. (a)

ud T .9 ud 2
1 1 sin“x 7 1—cos’x

/ tgxdx:/ 3 dx:/ 72d$:

0 0 COS*x 0 COS* X

= [tgz—alf =1-

e

(b)

2logx 1 (2 1 1 1
/0 . dsz/O(210g:v)~$dm:2-[log2x]g:2-log22.

()

us . ™ . s .

7 sin 2z 1 sinx cosx 7 sinx

[Fonz g [Tz T,
0 Cos*x 0 COoS* x 0 CoST

ks 2 1
= —2[log | cosz|]; = —2log\2f = —log§ = log 2.

4. A fuggvény derivéltja: f'(z) = z, igy a kérdéses iv L hossza:

1
L:/ V1+22de.
0

Helyettesitstink: x := sh t, akkor dz = ch t dt, az Gj hatarok pedig 0 és A,
ahol sh A = 1. Innen

A A1 4 ch2t 1 h 2t
L:/ Ch2tdt:/ Hdt:{ws
0 0 2 2 2

41
0 2

- %(AJrsh A1 +sh24).

Felhaszndlva, hogy sh A = 1, azt kapjuk, hogy

(A+shAch A) =

1
Az A szdm meghatdrozhaté a sh A = (et — =) = 1 egyenletbdl. Innen
A = In(1 + V2), (az e-ra vonatkozé méasodfoku egyenlet masik gyoke
negativ!) azaz

L= %(\@—Hn(l +V2)).
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5. A gorbe paraméteres egyenlete: z(t) := e “cost, y(t) := e “sint,
igy a pillanatnyi sebesség vektordnak komponensei: a'(t) =
—ce % cost — e “sint, y'(t) = —ce “sint + e “cost. Specidlisan a
t = 0 id6pillanatban a sebességvektoranak komponensei: —c és 1. Igy a
kacsalitas o szogére fennall, hogy

c 1
COSQ = ———— = —,
V1i+ez 2

A spirélis teljes L hossza:

L= [" o+ (@)?d -

o
= / \/(—ce—Ct cost —e~ctsint)? + (—ce~sint 4+ e~ cost)? dt =
0

ectr’ VITE
0

o0
:\/1—1—02/ e dt =1+ c2
0

— 2’
C

ahol kihaszndltuk a c-re nyert korabbi Osszefliggést is.

A teljes ivhossz egy sokkal egyszertibb ,fizikai” meggondoldsbdl is
megkaphat6. Kozelitsiik a palyat torottvonallal, az egyes szakaszok
hossza legyen Asi, Ass,... Az egyes szakaszokon érvényes elmozdulds-
vektort bontsuk fel radialis és arra mer&leges komponensre. A radialis
elmozduldskomponens hossza Asy, cos 60° = $Asy, és ez megegyezik
a kozeledés mértékével. Minden szakaszon tehdt a megtett Gt felével
kozeledik a fecske a fészekhez. A megtett utak dsszege tehdt a fecske és
a fészek kezdeti tdvolsaganak kétszerese.

6. A térfogat nyilvan egyenld az inverz fiiggvény grafikonjanak a 1. ten-
gely kortili forgatasaval nyert forgastest térfogatdval. Az inverz fliggvény
formuldja z = /2y, innen a keresett térfogat:

2 2
V:ﬂ"/ (\/2y)2dy:7r'/ 2y dy = 4m.
0 0
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7. (a)

+o0 1 . A1+6x—ex ) o
| e = dm [T = i (A Bos(1+ )l =

= lim (A—log(14e?)+1log2) =log2+ lim (A—log(e?(e ™t +1))) =
A—4o00 A—+o00

=log2 + Alim (A— A —log(e ™ +1)) =log2.

——400

(b) Helyettesitsiink: ¢ := 2z, akkor dz = § dt. Az Gj valtozénak megfelels
hatarok szintén (—o0) és (+00), innen

+oo 1 too ] 1 1 /7 T
. dr= - Yareg gt = (T (2TY)) =
/_oo 122+ 1 /oo i1 glarctstlis 2(2 ( 2)) i

(c) Helyettesitstink: ¢ := %, akkor x = @ ésdr = — ‘[ dt. Az Gj valtozo-
nak megfelel6 hatdrok (4o00) és 0, innen

2

400 2 0 t2 +oco
/ 72””2 dx:—/ —-— fdt \[/ dt =
0

= +1 too 241 #2

= V2[arctg z] > = \/5%

(d) Helyettesitsiink: ¢ := 23, akkor dt = 322 dz. Az Gj valtozénak megfelels
hatérok szintén 0 és (+00), innen

—+00 1
2 —ad —t 400

d dt = =—.

/0 zie”" dr = / [ 19 3
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10. A komplex fiiggvénytan alapveto fogalmai és
O6sszefliggései

Ebben a fejezetben gyors attekintést adunk a komplex fiiggvénytannak
azon fogalamirodl és tételeir6l, amelyek a informatikai és a villamosmérnoki
BSc-képzés szempontjabdl sziikségesek. Nem toreksziink teljességre — ez
nem is lehet cél —, mindazonaltal 6sszefiigg6 targyaldsban mutatjuk be
a komplex fiiggvénytan alapvet6 fejezeteit, olyan kevés éllitast hagyva
bizonyitas nélkiil, amilyen keveset csak lehetséges. Mint a valés integral-
szamitas esetében is tettiik, lehet6leg szemléletes fogalmakkal dolgozunk,
olykor a matematikai szigortsag rovasdra is.

10.1. Komplex valtozés fiiggvények folytonossaga és differen-
cialhatésaga

Mindenekel6tt a valés analizisb6l mar jol ismert fogalmakat fogjuk alta-

lanositani komplex valtozés, komplex értékii, azaz C — C tipusu fiigg-

vényekre.

A tovabbiakban sz6 lesz komplex sorozatokrél, amelyek alatt értelem-
szertien N — C leképezéseket értiink. Azt mondjuk, hogy a (z,) C C
komplex sorozat konvergens, éspedig a z € C szdmhoz tart, ha a (Re z,) és
(Im z,,) valds sorozatok konvergensek, éspedig Re z, — Re z, és Im z, —
Im 2.

Komplex sorozatok hatarértékére hasonl6 tételek igazolhaték, mint a
valos sorozatok esetében. Az alabbi allitdsban osszefoglaljuk a legfontosabb
konvergenciatételeket. A bizonyitasok részleteit az Olvaséra bizzuk.

10.1. Allitas: . Legyenek (z,),(w,) C C konvergens sorozatok, mégpedig
Zn — 2, Wy, — w. Akkor

o (z, + wy) is konvergens, és z,, + w, — z + w;

o (z, — wy) is konvergens, és z, — w, — z — w;
e (z,wy,) is konvergens, és z,w, — zw;
4 8 A Z. Z . A .
(ﬁ) is konvergens, és bz (feltéve, hogy wy,,w # 0);

e 2, — z pontosan akkor, ha |z, — z| — 0.

Komplex véltozoés fliggvények vizsgédlatakor a késébbiekben mindig
feltessziik, hogy a széban forg6 fliggvény nem akarmilyen halmazon, ha-
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nem tartomdnyon értelmezett. Egy D C C halmazt tartomdnynak neveziink,
ha

e D nyilt, azaz minden z € D pont esetén valamilyen z kdzéppontd,
nemzérus sugaru kor is teljes egészében D-ben fekszik;

o D 0sszefiiggd, azaz barmely két 21,20 € D pont 6sszekothet6 olyan
torottvonallal (véges sok, végpontjukon csatlakozé egyenesszakasszal),
amely teljes egészében D-ben fekszik.

A szokdsos geometriai sikidomok mint pl. kor, ellipszis, onmagat nem
metsz8 sokszdg stb. mind tartomany, amennyiben nem értjiik hozzajuk a
hatdrol6 vonalukat. Az egész komplex szamsik maga is tartomdany. Nem
tartomény viszont semmilyen véges sok pontbdl all6 halmaz, tovabba
semmilyen egyenes és semmilyen korvonal sem. Nem tartomény pl. egy
kor sem, amennyiben abba a hatarolé korvonalét beleértjiik: a hatarolé
vonal pontjai koré irt tetsz6leges nemzérus sugarti kor ui. tartalmaz az
eredeti kdrbe es6 és abba nem es6 pontokat egyarant.

-

A tovabbiakban egy tetszbleges »z € C pont egy kornyezete alatt olyan C-
beli halmazt értiink, mely tartalmaz valamilyen z kozéppontt, nemzérus
sugard korlemezt. Az egyértelmtiség kedvéért kor alatt a tovabbiakban a
korvonalat értjiik. A {z € C: |z — z| < r} halmazt 2y kdzepti r sugara
nyilt korlemeznek, a {z € C : |z — 29| < r} halmazt zy kozept r sugaru
zdrt korlemeznek neveziink.

Ezekutdn mdr definidlhatjuk a komplex valtozos fliggvények folytonos-
sagat. A definici6 pontos megfelelje a valos fliggvények folytonossaganak.

Komplex vdltozds fiigguény folytonossiga:

Azt mondjuk, hogy az f : D — C fiiggvény folytonos a = € D pontban, ha
minden (z,) C D, z, — z sorozat esetén f(z,) — f(z). Az f fliggvény
folytonos a D tartomédnyon, ha D minden pontjdban folytonos.

Az aldbbi példdkban a folytonossdg a definici6é kozvetlen alkalmazasa-
val igazolhat6.
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10.1. Példa:

e Minden n € N esetén a z — 2" hatvanyfiiggvény folytonos.

o A z— Rezésaz— Im z fliggvények folytonosak.

A z — % fuggvény folytonos.

A z — |z| abszolutérték-fiiggvény folytonos.

A z — 1 fiiggvény minden, 0-t6l kiilsnbz6 pontban folytonos.

Ervényben maradnak tovébb4 a valés analizisb6l mar ismert, a folyto-
nossagra vonatkozo6 f6bb tételek is:

10.2. Allitas: . Ha f,g : D — C folytonos fﬁggvér}yek, akkor az f + g,
f—9 f-gés g fuggvények mind folytonosak (az ¢ hanyadosfiiggvény
természetesen csak ott, ahol a nevez6 nem zérus). Tovabba, ha R; C Dy,
akkor a go f Osszetett fliggvény is folytonos. Végiil, ha f kielégiti a Lipschitz-
féle feltételt, azaz | f(z1) — f(22)| < C-|21 — 22| teljestil alkalmas C' > 0 mellett
minden z1,22 € D esetén, akkor f folytonos D-n.

A derivalt értelmezése komplex valtozos fliggvények esetében formuli-
san ugyanugy torténik, mint a valés valtozoés fliggvények esetében.
Komplex vdltozés fiigguény differencidlhatosdga:

Az f : D — C fiuggvény differencidlhaté a z € D pontban, ha minden
(zn) C D, z, — z sorozat esetén a

f(zn) — f(Z)

Zn — 2

lim

hatarérték létezik, és az fiiggetlen a z,, — z sorozat valasztasatél. Ekkor
ezt a hatdrértéket az f fliggvény z-beli differencidlhdnyadosénak (deri-
valtjanak) nevezziik és f'(z) vel jeloljiikk. Az f fliggvény differencidlhatd a
D tartomdnyon, ha annak minden pontjdban differencidlhaté. Ekkor azt
is mondjuk, hogy f analitikus (vagy reguldris vagy holomorf) a D tartoma-
nyon. Ha a fiiggvény z egy egész kornyezetében értelmezett (magéat a z
pontot esetleg kivéve), és z-ben nem differencidlhat6, akkor azt mondjuk,
hogy a fliggvénynek z-ben szingularitdsa van (vagy z szinguldris pontja a
fuggvénynek).
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A definici6 most is atfogalmazhat6 a kovetkezd — sokszor kényelmeseb-
ben hasznédlhaté — médon:

10.3. Allitss: . Az f : D — C fiiggvény pontosan akkor differencialhaté
a z € D pontban, ha minden (h,,) C C, h,, — 0 (komplex) zérussorozat

esetén a
hn
hatarérték létezik, és fiiggetlen a h,, — 0 sorozat vélasztasatol.

lim

A definiciéban, ill. a fenti 4llitdsban szerepl6 hatarértékeket réviden igy

jeloljtik:
i L= 1E) D) = 1),
wW—2 w— 2z h—0 h

Igaz marad az a tétel, hogy a derivalhat6sdgbdl a folytonossag kovetke-
zik.

10.4. Allitas: . Haaz f : D — C fiiggvény differencidlhaté a z € D pontban,
akkor ott folytonos is.
Bizonyitds. Legyen (z,) C D, z, — z tetsz6leges sorozat, akkor

. ‘ﬂzn) S

|f(zn) = | =2l = |f'(2)] - 0= 0,

tehat f valéban folytonos z-ben.

Fontos megjegyezni, hogy a formai hasonldsdg ellenére, a komplex
differencidlhat6sag sokkal er6sebb fogalom a valds értelemben vett dif-
ferencidlhatosdgndl. Ez els6sorban annak kovetkezménye hogy egy
komplex sorozat zérussorozat volta azzal ekvivalens, hogy a val6s és
képzetes részekbdl alkotott sorozatok kiilon-kiilon is zérussorozatok,
igy az a feltétel, hogy a lim w hatarérték fiiggetlen legyen a
h, — 0 sorozat vélasztasatol, sokkal er6sebb, mint a valds analizisben.
Mig valos fliggvények kozott pl. csak ,, mesterkélten” lehet folytonos, de
nem differencidlhat6 fiiggvényekre példat mutatni, addig egészen egy-
szer(i formuldkkal értelmezett komplex véltozos fliggvények is lehetnek
folytonosak, ugyanakkor nem differencialhaték. A lényeges hasonldsag
a hatvanyfiiggvények esete. Ezek komplex értelemben is differencial-
hatok. Késébb megmutatjuk, hogy — bizonyos értelemben — a véges
és végtelen hatvanysorokon kiviil nincs is mds komplex értelemben
differencidlhaté fliggvénytipus.
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10.2. Példa: A z — Re z és a z — Im = fliggvények sehol sem differencidl-
hatok.

Bizonyitds. Legyen el6szor specidlisan h,, — 0 valds sorozat. Akkor

Re (z+h,) —Rez Rez+Reh,)—Rez h
ha, a b,

E
I
-

>

n

Ugyanakkor, ha h,, = it,, — 0 tiszta képzetes (ahol (¢,) C R, t,, — 0), akkor

Re (z+ hp,) —Rez Rez+Reit,) —Rez 0

Ao, R,  hy

0,

tehat a kiilénbségi hanyados hatérértéke nem fliggetlen a h,, — 0 sorozat meg-
vélasztasatol, igy a z — Re z fliggvény nem differencidlhat6 z-ben.
Hasonlban, ha h,, — 0 valés sorozat, akkor
Im(z+h,)—Imz Imz+Imh,)—Rez 0

o o = Y

Ugyanakkor, ha h,, = it,, — 0 tiszta képzetes (ahol (¢,) C R, t, — 0), akkor

Im(z+h,)—Imz Imz+Reit,) —Rez i, .
= :7:_2,

hy, hp it,

tehat a kiilonbségi hanyados hatarértéke nem fiiggetlen a h,, — 0 sorozat meg-
valasztasatol, igy a z — Im z fliggvény sem differencidlhaté z-ben.

10.3. Példa: A z — % fiiggvény sehol sem differencidlhato.

Bizonyitds. Legyen el6szor h,, — 0 valés sorozat, akkor

z4+h,—2 Z+h,—7Z
hﬂ, h’"L

Ha viszont h,, = it, — 0 tiszta képzetes (ahol (¢,) C R, t,, — 0), akkor

2+ hy,—2 Z—ity,—2
= - = -1,
hn 1ty

tehat a kiilonbségi hanyados hatarértéke nem fiiggetlen a h, — 0 sorozat meg-
véalasztasatol, igy a z — Z fliggvény nem differencidlhat6 z-ben.
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10.4. Példa: A z — |z|? fiiggvény csak a 0-ban differencialhato.
Bizonyitds. Legyen el6szor h, — 0 val6s sorozat, akkor
|z +hn|? — |22 |2> 4 2Re (zhy) + [ho]® — |22
h"IL B hn -

_ 2haRe (2) + |hy,[?
— .
ha viszont h,, = it,, — 0 tiszta képzetes (ahol (¢,,) C R, ¢,, — 0), akkor

— 2Re (z),

|z 4+ ho|? = 2> |2 + 2Re (izty) + |it,]? — |2]?
B - it B
_ =2t,Im (2) + [t ?

B itn

— 2iIm (z),

és ez a két hatérérték csak akkor egyezik meg, ha z = 0. Tehat a z — |z|? fiiggvény
a 0-n kiviil nem differencidlhaté. A 0-ban viszont igen (és derivaltja 0), mert
minden (h,,) C C, h,, — 0 esetén

|O+hn‘2 - |0|2 _ |hn|2 _ hnﬂ _h7—> O
hn, " hy  hy, " '

10.5. Példa: A z — ¢ (c € C) konstans fiiggvény mindeniitt differencidlhato,
és derivaltja 0.
Bizonyitds. Tetsz6leges (hy) C C, h,, — 0 esetén ui.

c—¢C

0.
b,

10.6. Példa: A z — cz (¢ € C) fuggvény mindeniitt differencidlhato, és
derivaltja c.
Bizonyitds. Tetsz6leges (h,,) C C, h,, — 0 esetén ui.

cz+ch, —cz chy,

B T

C.

Hasonl6 technikdval, mint a valds fiiggvények esetben tettiik, megmu-
tathat6, hogy az alapvetd differencialasi szabalyok érvényesek maradnak
komplex véltozos fliggvények esetében is:
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10.5. Allitds: . Ha f,g : D — C differencidlhat6 figgvények, akkor az f + g,
f—g, f-gés g fliggvények mind differencidlhatok (az 5 hanyadosfiiggvény
természetesen csak ott, ahol a nevezd nem zérus), éspedig

° (f+9)(2)=[(2)+4(2)
° (f—9)(2)=[(2)—d(2)
e (f9)'(z) = f'(2)g(2) + f(2)g' (2);

. (f) (2) = LEUE—EIG),

g 9(2)?

Tovabb4, ha R, C Dy, akkor az f o g Osszetett fliiggvény is differencidlhato,
éspedig (f 0 9)'(2) = f'(9(2)) - ¢'().

10.7. Példa: A z — 2" leképezés (n egész szam) differencidlhat6 (esetleg a
0 hely kivételével) , és (2")" = nz""!. Ha n nemnegativ, akkor a leképezés
a 0-ban is differencidlhat6, ha n negativ, akkor a 0 hely szingularis pontja a
leképezésnek.

10.8. Példa: A z — e* komplex exponencialis fliggvény az egész komplex
szamsikon differencidlhato, és (e*)" = e*.

A komplex exponencidlis fliggvény nem kolcsondsen egyértelmii. e* =
e* T2k (minden k egész szam mellett), igy a logaritmusfiiggvény nem
értelmezhetd az exponencidlis fliggvény inverzeként.

10.2. Komplex vonalintegral

Mindenekel6tt a vonal (vagy gorbe) fogalmét értelmezziik.

Valés vdltozds, komplex értékii fiigguény folytonossiga:
Azt mondjuk, hogy a w : R — C, w(t) := a(t) + ib(t) fuiggvény folytonos,
ha az a és b valds fliggvények folytonosak.

Egy ilyen w leképezés értékkészlete egy (folytonos) gorbe a komplex
sikon. A w leképezést magat ezen gorbe egy reprezentinsinak (vagy paraméte-
rezésének) nevezziik. Egy-egy gorbének nyilvan mindig tobb reprezentdnsa
is van.
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10.9. Példa: At — z;+t(22—21) leképezés egy, a z; és z; pontokat 9sszekotd
egyenest ir le. Ezt a leképezést a [0,1] intervallumra lesztikitve, z; és z2
pontokat 0sszekotd egyenesszakaszhoz jutunk (ezt [z1,22]-vel jeloljiik).

10.10. Példa: A t — 29 + Re' leképezés egy zy kézéppontd R sugart
korvonalat ir le. E korvonal egy masik reprezentansa pl. a t — 2 + Rei”
leképezés.

Val6ban, a w : R — C, w(t) := zg + Re' leképezésre minden ¢ val6s szdm mellett
w(t)—z9 = Re® = Rcost+iRsint teljesiil, ahonnan |w(t)—z0|*> = R?. Ugyanakkor
konnyen ldthatéan, a korvonal minden z pontja eléll z = w(t) alakban alkalmas ¢
paraméter mellett. Annak belatasat, hogy a t — zp + Reit” leképezés ugyanezt a
korvonalat reprezentélja, az Olvaséra hagyjuk.

Rektifikdlhato gorbe:

Legyen w : [o,5] — C egy folytonos reprezentansa a I gorbének. Legyen
a=ty <t <ty <..<ty=faz|af]intervallum egy felbontdsa. A meg-
felel6 {zo,21,...,2n} C I véges sorozatot (ahol z;, := w(t), k = 0,1,....N)aTl
gorbe egy felbontasanak, a [z0,21], [21,22), ... [2N—1,2N] szakaszok Osszessé-
gét pedig a I gorbébe irt torottvonalnak nevezziik. A I' gorbét rektifikdlhatdnak
nevezziik, ha a beirt torottvonalak hosszainak halmaza feliilr6l korlatos,

azaz a
N
> lak — 261
k=1

Osszegek minden felbontas esetén kozos korlat alatt maradnak. Ezen ossze-
gek fels6 hatarat (szuprémumat) a I" gorbe fvhosszidnak nevezziik, és a |I'|
szimbo6lummal jeloljiik.

A definiciéban szerepld zo,21,...,2n Véges sorozatot roviden csak a I'
gorbe egy felbontdsdnak (vagy felosztdsdinak) nevezziikk. Az A := w(«) és
B := w(f3) komplex szamok a gorbe végpontjai. Felbontasok egy sorozatat —
a valés Riemann-integral esetével analég médon — korldtlanul finomodénak
neveziink. ha az egyes felbontdsok finomsagat jellemz6

| ax |2 — 21

szamok sorozata zérussorozat.
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Az ivhossz definicijaban a szuprémum az 9sszes reprezentansra is
vonatkozik, igy az ivhossz maga a reprezentdnstdl fiiggetlen. A fo-
galom maga szemléletes, de a definici6 konkrét gorbék ivhosszanak
kiszamitasara teljesen alkalmatlan. Latni fogjuk viszont, hogy ha a gor-
be nemcsak folytonos, hanem folytonosan differencidlhat6 is, akkor az
ivhossz egyszerti (valds) Riemann-integral segitségével szdmithato.

Val6s viltozds, komplex értékii fiigguény differencidlhatdsdga:
Azt mondjuk, hogyaw : R — C, w(t) := a(t)+ib(t) fliggvény (folytonosan)
differencidlhatd, ha az a és b val6s fliggvények (folytonosan) differencialha-
tok. Ekkor definici6 szerint legyen w'(t) := a/(t) + ib'(t).

A folytonosan differencidlhat6 reprezentanssal rendelkez gorbéket
folytonosan differencidlhaté vagy roviden sima gorbéknek nevezziik. Azt
mondjuk, hogy egy gorbe szakaszonként sima, ha el6all véges sok, egymds-
hoz a végpontjaikkal csatlakoz6 sima gorbék egyesitéseként.

A késtbbiekben, hacsak nem hangstlyozzuk az ellenkezgjét, gorbe alatt
mindig szakaszonként sima gorbét értiink. Ez magaban foglalja az dsszes
szokdsos geometriai gorbét (egyenes, kor, ellipszis, sokszogvonal stb.)

Sima gorbék ivhossza — elvben — egyszer(ien szamithato:

10.6. Allitas: . Ha a I sima gorbe egy reprezentansa a w = (a+ib) : [a,3] —
C ftiggvény, akkor az ivhossza:

B8
o= [ 'l

Bizonyitds. Legyen o =ty < t1 < t2 < ... < ty = [ az [, (] intervallum egy
felbontdsa. Akkor a megfeleld beirt torottvonal hossza:

N N
D lwte) —wti—al =Y V/(alte) = alts—1))? + (b(tx) — b(tx—1))? =
k=1 k=1

_ Z tk —a tk 1)) (b(tk> - b(tk71)>2

(e —tr—1).
(ty — th—1)? (tp —tg—1)? (t = t—1)

A jobb oldalon a Lagrange-kozépértéktétel értelmében az egyes kiilonbségi ha-
nyadosok pontosan egyenl6k alkalmas, valamely [t;_1,t%]-beli helyeken vett deri-
véltakkal. fgy a jobb oldal az [ f Va(t)? + b(t)? dt Riemann-integral egy Riemann-
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osszegével egyezik. Igy a felbontas korlatlan finomitdsa mellett ezen 6sszegek a
jelzett Riemann-integralhoz tartanak. A részletes meggondoldsokat elhagyjuk.

10.11. Példa: Szamitsuk ki az R sugaru kor kertiletét!
Megoldds. A természetes reprezentans: w(t) := Re'’ = R(cost + isint). Innen
2T

IT|= [ VR?sin®t+ R?cos?tdt = 2R
0

Valds vdltozds, komplex értékii fliggvény Riemann-integraljat egyszertien
a valos és a képzetes részek integraljaival értelmezziik:

Valds vdltozos fiigguény integrdlja:

Azt mondjuk, hogyaw : R — C, w(t) := a(t)+ib(t) fliggvény integralhato
az [, 3] C R intervallumon, ha az a és b fliggvények ugyanitt integralhatok,

és ekkor
B B B
/w(t)dt ::/ a(t)dt+i-/ b(t) dt.

Végiil — a valds Riemann-integral pontos analégidjara — definialhatjuk a
komplex fliggvénytan masik alapvetd fogalmat, a komplex vonalintegralt:

Komplex vonalintegrdl:

Legyen f : D — C egy folytonos fiiggvény. Legyen I' egy rektifikalhat6
gorbe D-ben, és legyen zg,z1,...,2n egy felbontdsa. Ha a

N
> flwr)(zk — 2z-1)
k=1

Osszegeknek (ahol wy € [zx_1,2;] tetszOleges pont) létezik hatarértéke,
amikor a gorbe felosztdsa korlatlanul finomodik, és ez a hatarérték a gorbe
felosztasait6l, valamint a wy, szdmok megvdélasztasatol fliggetlen, akkor
azt mondjuk, hogy z f fiiggvény a I' gorbe mentén integrdlhatd, és a fenti
hatarértéket az f fliggvénynek a I' gorbe mentén vett vonalintegrdljinak
nevezzik. Jele: [ f(z)dz.

Ha I zdrt gorbe, azaz kezd§- és végpontja megegyezik, akkor a vonalinteg-
ralt sokszor igy is jeloljik: ¢ f(z) dz.

A vonalintegral fiigg a gorbe irdnyitdsdtdl, de csak egy eljel erejéig:
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10.7. Allitas: . Ha a gorbe iranyitdsat megvaltoztatjuk, akkor a vonalinteg-
ral elgjelet valt.

A kezd6- és végpont felcserélése esetén ui. minden integralkozelitd Osszeg
is elGjelet valt. Pontosabban, ekkor egy felbontds zn,2n—1,...,21,20 alakt, és a
megfelel integralkozelit Osszeg:

flun)(zn-1—=2n)+ f(wn-1(aN—2—2N—1+ ... + f(w2) (21 — 22) + f(w1) (20 — 21) =

= —(f(w1)(z1 — 20) + f(wa2)(22 — 21) + ... + f(wn) (2N — 28-1)),

tehat minden integralkozelité 6sszeg valamilyen, az eredeti irdnyitds melletti
integralkozelitd osszeg ellentettje.

10.8. Allitas: . Ha az |f| fiiggvény korlatos a D tartomanyon, és M > 0
olyan szam, melyre | f(z)| < M teljesiil minden z € D mellett, akkor

IRCL

Valéban, ekkor minden integralkozelit6 osszegre:

< M-|T).

N
> Flwe)(z — z5-1)
k=1

N N
<Y UF )] ok = 2kl <MY f =z
k=1

k=1

Ha a felbontés korlatlanul finomodik, akkor a bal oldal a | [ f(z) dz| szdmhoz, a
jobb oldal az M - |T'| szdmhoz tart. Innen az allitds mér kovetkezik.

Latni kell viszont, hogy altaldnos esetben a komplex vonalintegral
kiszamitdsa a definici6 alapjan 4ltalaban igen nehézkes. Mindazonaltal
egyszerti fliggvények esetében olykor célhoz vezet:

10.12. Példa: Legyen I rektifikdlhato gorbe, végpontjai legyenek A és B.
Az f: C — C, f(z) := ¢ € C konstans fliggvény vonalintegralja:

/f(z)dz:c-(B—A).
Ir

Specialisan, ha I" zart gorbe, azaz B = A, akkor

ﬁf(z) dz = 0.
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Valbéban, tetszdleges z9,21,...,2n felbontds esetén a megfelelé integralkozelitd
Osszeg:

N
wak Zk — 2k—1) CZ zk —2p—1) =c- (=20 +2n) =c- (B — A).
k=1

10.13. Példa: Legyen I rektifikdlhat6 gorbe, végpontjai legyenek A és B.
Az f: C — C, f(z) := z fliggvény vonalintegralja:

frow- 255

Specialisan, ha I" zart gorbe, azaz B = A, akkor

$ 1) dz =

Val6ban, legyen zg,z1,...,2n5 egy tetszbleges felbontdas és legyen el6szor wy, = zj—1
Ekkor a megfelel6 integralkozelit6 osszeg:

N N
> Flwe) (e — ze-1) = Y 2k (26 — 251)-
k=1

k=1

Legyen most wy, := 2, akkor a megfelel6 integralkozelitd osszeg:

N N
S Fwr)(zk = 2e-1) = 2wk — 20-1)-
k=1 k=1

A két 6sszeg kiilon-kiilon is a [, z dz vonalintegralhoz tart, igy szamtani kozepiik
is. Amde
al —z5 + 2%

N
1
(2 + 2k-1) (2K — 2K-1) = 52(213—21%_1) = 9 )

k=1 k=1

1
2
ahonnan az 4llitds mdr adoédik.

Ha a gorbe nemcsak rektifikdlhat6, de sima is, akkor a vonalintegral
egyetlen valos véltozos (komplex értékii) fiiggvény Riemann-integraljaként
all elds.
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10.9. Allitas: . Ha a T gorbe sima, azaz létezik egy w : [, 3] — D folytono-
san differencidlhat6 reprezentansa, f : D — C pedig kielégiti a Lipschitz-
feltételt, akkor az f fliggvény a I' gorbe mentén integralhato, éspedig;:

/Ff(z) dz = /aﬁf(w(t)) w'(t) dt.

Bizonyitds. Legyen a = tg < t1 < ... < tiy =  az [, 3] intervallum egy felbontasa,
és legyen wy, := z, = w(ty). Akkor a megfeleld integralkozelits Osszeg:

N N
D flw)(z = z-1) = ) flw(te) (w(ty) — w(t-1)) =
k=1

k=1

N
— Zf(w(tk)) (U)(tk) - w(tkfl)) . (tk B tk—l) _

- by — k-1

=" Flw(t)w! () - (1 — tir) =

N
=1

N N
=D flwm)w' (m) - (= te-1) + > (fw(tn)) = flw(m)w' (7h) - (te = tr-1),
k=1 k=1

ahol felhasznéltuk a Lagrange-kozépértéktételt. Az elsd dsszeg a [ f(z)dz =
J f flw(t))w'(t) dt integral egy integralkozelitd dosszege. Ha a felbontds korlatlanul
finomodik, az els6 0sszeg ehhez az integralhoz tart, a masodik pedig 0-hoz, mert

N

Z(f(w(tk)) — flw(me))w' (k) - (tr — te—1)| <

k=1

< (. _ . | _ .
<C IISI}CaSXN(tk tp—1) max|w'|- (B—a)—0

Innen az 4llitds mar kovetkezik.

10.14. Példa: Legyen f(z) := 1, T pedig az orig6 kozepti, R sugart kor.
Akkor

?if(z) dz = 2mi.

Bizonyitds. A T gorbe egy paraméterezése: w(t) := Re®, innen w'(t) := iRe®, és

2m
1 )
frf(z) dz = . Ren -iRe™ dt = 2mi.
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10.15. Példa: Legyen f(z) := ——, (ahol z; € C tetszdleges) I' pedig egy 2o

z—=z0”’

kozepfi, R sugaru kor. Akkor
j{ f(2)dz = 2mi.
r
Bizonyitds. A T gorbe egy paraméterezése: w(t) := zo + Re®, innen w'(t) := iRe™,

és )
™ 1 )
dz = - iRe™dt = 2mi.
éf(z) z /0 P T —— iRe i

10.16. Példa: Legyen f(2) := z* (k egész, de k # —1), I pedig az origo
kozepti, R sugart kor. Akkor

}éf(z) dz = 0.

Bizonyitds. AT gorbe egy paraméterezése: w(t) := Re®, innen w'(t) := iRe®, és

2
]{ f(z)dz = / RFet* . jRe' dt =
r

0

27 27
= iRM! / etk Dt gy — j R+ / (cos(k + 1)t +isin(k + 1)t) dt = 0.
0 JO

Az integral kiszdmitdsa értelemszertien altalanosithat6 szakaszonként
sima gorbékre. Ekkor a vonalintegral értékét az egyes (sima) gorbéken vett
integrélok 0sszege adja.

10.3. A Cauchy-féle integraltétel és a Cauchy-féle integralfor-
mula

Az el6z06 fejezet példdi kozt mér talalkoztunk analitikus fliggvényeknek
zdrt gorbe mentén vett vonalintegraljdval. A vizsgélt példdkban ezek 0-val
voltak egyenlék. Ez nem véletlen, az észrevétel sokkal nagyobb altala-
nossagban is igaz marad, legalabbis akkor, ha a D tartomany egyszeresen
0sszefiiggo.
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Egyszeresen dsszefiiggd tartomdny:

A D C C tartomdnyt egyszeresen 0sszefiiggdnek nevezziik, ha minden (6n-
magat nem metsz6) folytonos, zart D-ben halad6 gorbe belseje is teljes
egészében D-ben fekszik.

Itt felhasznéltuk azt a szemléletesen kézenfekv®, de valdjdban egyéltalan
nem nyilvanvalo6 tényt, hogy egy (6nmagat nem metsz8) zart gorbe a
sikot két részre bontja: egy korlatos részre (ez a gorbe belseje) és egy nem
korlatos részre (ez a gorbe kiilseje), melyeknek nincs kozos pontja. Ez az
allitas Jordan tételeként ismert. Szemléletesen: egy tartomdny egyszeresen
Osszefiigg®, ha nincsenek benne , lyukak”.

10.17. Példa: A korlemez, az ellipszis, és barmely (6nmagat nem metsz6)
sokszogtartomany egyszeresen Osszefiiggd. Ha viszont a korbdl elhagyjuk
a kozéppontjat, az igy kapott ,lyukas” tartomdny mar nem egyszeresen
Osszefliggd: egy, az eredetivel koncentrikus, de kisebb sugart kor bel-
seje mar nem esik teljes egészében e tartomanyba. Hasonl6an, barmely
tartomanybdl elhagyva véges sok pontot, a maradék tartomany biztosan
nem egyszeresen Osszefiiggd. Osszefiigg6, de nem egyszeresen Osszefiigg6
tartomény a gytr{itartomany is.

Ezek utdn méar megfogalmazhatjuk komplex fliggvénytan egyik alapté-
telét, bizonyitdsahoz azonban eddigi eszkdzeink nem elegenddek, igy azt
elhagyjuk:

10.1. Tétel: (Cauchy-féle integraltétel). Ha f analitikus egy egyszeresen
Osszeftiggd D C C tartomanyon, akkor minden, D-ben haladé zéart I'
gorbére

ﬁf(z)dz*:O

teljestil.

A tétel azonnali kovetkezménye, hogy bizonyos esetekben egyes vona-
lintegralok mds, alkalmasint lényegesen egyszertibb gorbék menti vonalin-
tegrdlokkal fejezhetdk ki.
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10.1. Kovetkezmény: . Legyen D egy egyszeresen Osszefiiggd tartomany,
legyenek I'; és I's a D-ben halad6 zart gorbék, tgy, hogy I's teljes egészében
a I'y gorbe belsejében halad. Ha f analitikus a I'y és I'y gorbék kozotti
tartoményon, akkor

$ f@dz=$ S22
I Ty

Bizonyitds (vazlat). Vagjuk fel a széban forgo, a két gorbe kozé esd tartomanyt egy
gorbével (azaz hagyjuk el beléle e gorbe pontjait). gy elérhets, hogy felvagott
tartomany egyszeresen 0sszefiiggl legyen (ez szemléletesen nyilvanval6, de nem
bizonyitjuk).

L__,-v-’

N4

10.1. abra. Gyiiriiszerii tartomdny felvdgdsdval kapott egyszeresen Osszefiiggd
tartomdny

Alkalmazzuk a felvagott tartomany hatdrol6 gorbéjére a Cauchy-tételt, és
vegytik figyelembe, hogy I';y és I'ys mentén a gorbe irdnyitdsa biztosan ellentétes;
tovabba a vdgas mentén a kétszer is integralunk, de ellentétes iranyitasokkal.
Jeloljiik I'-val a vagast, akkor a fentiek szerint

3 f(2)dz — sz(z)dz+£f(z)dz—£f(z)dz:

amib6l az allitds mar kovetkezik.

A Cauchy-tétel masik kovetkezménye, hogy analitikus fliggvénynek
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egy nem feltétlen zart gorbe menti integralja csak a gorbe kezdé- és vég-
pontjatol fiigg, a gorbe lefutdsatél nem. Pontosabban:

10.2. Kovetkezmény: . Legyen D egy egyszeresen Osszefiiggd tartomany,
I'1 ésT'y a D-ben halado, kozos kezd- és végponta gorbék, akkor:

/1“1 f(z)dz = /1“2 f(z)dz.

Bizonyitds. Alkalmazzuk a Cauchy-tételt a két gorbe altal hatarolt tartomanyra.

10.2. dbra. Azonos kezdd- és végpontii gorbék dltal hatdrolt tartomdny

Az integrélas soran a két gorbe egyikén az irdnyitds biztosan megvéltozik,
ezért:

f(z)dz— [ f(z)dz=0,
Fl F2
amibdl az allitds mar kovetkezik.

Ugyancsak a 10.1. Tételbdl vezethet6 le az a meglepd kovetkezmény,
hogy egy analitikus fiiggvény értéke egy zart gorbe belsejében mindeniitt
el6éllithatok csak a gorbe pontjaiban felvett értékek segitségével.
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10.2. Tétel: (Cauchy-féle integrdlformula). Ha f analitikus egy egyszeresen
Osszefliggd D tartomdnyon, akkor minden, D-ben halad6 zart I' gorbére,
és a gorbe belsejének tetszbleges z pontjara teljesiil, hogy

f(z) = = de.

S o Jrw— 2

Bizonyitds. A z pont koré irjunk egy (elég kis) € > 0 sugara kort tigy, hogy az
még teljes egészében I belsejébe essék. Alkalmazzuk a 10.1. Kovetkezményt az

10.3. dbra. Vidzlat a Cauchy-féle integrdlformula bizonyitdsdhoz

F(w) = w el6irdssal értelmezett F fliggvényre, mely analitikus a D \ {z}
tartoméanyon. Eszerint:

7? F(w) dw = 7{ F(w) dw.

€

Ugyanakkor

?{EF(w)dwéej(—w)zdwf(z).yiwl_zdwﬁsu@dwf(z).gﬁi’

ahol felhaszndltuk a 10.14. Példa eredményét is. Mivel pedig F' konnyen lathatéan
korldtos a z pont egy kornyezetében:

frov -

ha e — 0. Ezt 6sszevetve az el6bb kapott egyenl8séggel, az allitds mar adodik.
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Ebbdl a tételbdl mar levezehet6 az — a valés analizisben mar végképp
nem érvényes — eredmény, hogy egy analitikus fiiggvény automatikusan
akdrhdnyszor differencidlhaté is. Ez a tétel markdnsan mutatja a kiilonbséget
a valds és komplex derivéltfogalom kozott.

10.3. Kovetkezmény: . Egy D tartomédnyon analitikus fliggvény akdrhany-
szor differencidlhato, és tetsz6leges D-ben halad6 olyan zart I' gorbére,
melynek belseje is D-ben fekszik, és a gorbe belsejének tetsz6leges z pont-
jara teljesiil, hogy

F™(2) = n! ﬁﬂdw

T omi Jr (w— )t

Bizonyitds vdzlat. Tekintsiik a 10.2. Tétel altal szolgaltatott formulat f(z) kifejezésé-

re:
f(z)= ;mﬁl‘mdw

Igazolhato (a részletekkel ebben a jegyzetben nem foglalkozhatunk) hogy a jobb
oldali kifejezés mint z fliggvénye differencidlhat6, és a derivaltat tiigy kapjuk meg,
hogy a jobb oldali integrandust derivaljuk (a z valtozé szerint). Ennélfogva:

o L[ fw)
£ = 5 § s do.
)

f”(Z) _ % ] (wf(wZ)B

f’”(z) _ 1-2 3 fi; f(w) dw,

)

211

és igy tovébb.

10.4. Taylor-sorok, Laurent-sorok

Ebben a szakaszban megmutatjuk, hogy a val6s analizisb8] mar ismert
Taylor-sorfejtés analitikus fliggvényekre is érvényes marad (az igy nyert sor
pedig konvergens egy korlemezen). Ez annyit jelent, hogy egy analitikus
figgvény értékeit egy egész korlemezen meghatarozza egyetlen pontbeli
viselkedése (azaz értéke és derivéltjainak értéke).
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10.3. Tétel: (Taylor-kifejtés). Legyen f analitikus fliggvény egy D tartoma-
nyon. Legyen zy € D tetsz6leges pont és I'y egy 2o kozéppontt kor, mely
teljes egészében D-be esik. Akkor e kor belsejébe es6 z szamokra érvényes
az aldbbi Taylor-sorfejtés:

f(z) = ao + ai(z — 20) + ag(z — 20)° + . = Y ar(z — 20)",
k=0

ahol a sor egyiitthatoi:

1 fw) F9(2)
=— ¢ —————dw=———= (k=01.2,.).
h 2m’?€ (w — z)k+1 v k! ( 1.2,
Bizonyitds vizlat. A kdrvonal w pontjaira nyilvan [z —zo| < [w—zol, azaz | 22| < 1.

10.4. dbra. A Taylor-kifejtés bizonyitdsihoz

Ezt felhasznéalva

1 1 1 1
w—2z2 (w—2)—(2—2) w— 2 1—5}%2_
1 zZ—Z zZ— 2 2 Z—Zz 3
i ) )
w — 2o w — 2o w — 2y w — 2y
1 Z—z — 2 — 3
_ 0 +(z 20) (z — 20) L
w—2zp (w—20)2 (w—20)% (w—20)*
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Szorozzuk mindkét oldalt 71- f(w)-vel, és integraljunk a I'g kérén. Megmutat-
haté (nem bizonyitjuk), hogy a jobb oldali végtelen sor vonalintegraljat agy
kaphatjuk, hogy az egyes tagokat kiilon-kiilon integréljuk, és az integralokat
Osszegezziik (végtelen dsszegre ez nem kovetkezik az integral additivitasabol!).
Roviden: a végtelen sort tagonként integralhatjuk. A bal oldal integrélja a Cauchy-
integralformula miatt f(z)-vel egyenld, innen

1 flw) ey
%i?{«ow—zdw‘f(z)

L ) ) Jw) G fw)
_2wi£0w—zod * 271 7{0 (w—zo)Qd + 274 7{% (w—zo)3d te

A jobb oldalon (z — 29)* egyiitthatdja a 10.3. Kévetkezmény értelmében épp ay-val
egyezik (k = 0,1,2,...), és ezzel a bizonyitas kész.

10.18. Példa: Az exponencidlis fiiggvény 0 kortili Taylor-sora:

z 2’2 23

ef=1+=4+=+=+..,

mivel e* (0sszes) derivéltja e*-vel egyenld. Tehat az exponencidlis fligg-
vény 0 koriili Taylor-sora most is — a valés esethez hasonléan — a definidlé
exponencialis sorral egyezik.

Hasonl6an, egy sereg jol ismert valds fliggvényt ki lehet terjeszteni ana-
litikus médon az egész komplex szdmsikra a Maclaurin-soruk segitségével.
Tgy kapjuk pl. a komplex szinusz- és koszinuszfiiggvényeket, hiperbolikus
tuggvényeket stb:

_Z 23 25 Z7
sinz = ﬁ—y—i-f—ﬁ—k...
1 22 254 ZG
COS 2z = —g—i‘ﬁ—a‘i‘
Z3 25 Z7
Shz_*+§+7+?+
h —1 22 Z4 ZG
cnz +7+E+g+

Amennyiben az f fliggvény magaban a z; pontban nem feltétlen analitikus,
egy altalanosabb sorfejtéshez jutunk:
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10.4. Tétel: (Laurent-kifejtés). Legyen f analitikus fliggvény egy D tarto-
manyon, egy zp pontot esetleg kivéve. Legyenek I'y és I'; koncentrikus, zg
kozéppontu korok, (I'y sugara legyen kisebb) melyek altal hatarolt gytiri-
tartomdny teljes egészében D-be esik. Akkor e gyfirtitartomany belsejébe
esd z szamokra érvényes az alabbi Laurent-sorfejtés:

a—9 a—i

flz)=...+ = 20) F = 20) +ag+a1(z—z) +ax(z—2)2 +... =
= i ak(z—zo)k,
k=—o00

ahol a sor egyiitthatoi (a negativ indexekre is):

1 w
ak=%éoﬁdw (keZ).

Bizonyitds vdzlat. Vagjuk fel egy egyenesszakasszal a gyfirtitartomanyt gy, hogy
ez az egyenesszakasz ne menjen 4t a z ponton.

10.5. dbra. A Laurent-kifejtés bizonyitdsihoz

A felvéagott tartomdnyra alkalmazzuk a Cauchy-féle integralformulat (10.2.

Tétel):
flz)= ﬁj{ zf(iv)z dw — %f; 75(5])2 dw.

Tartalom | Targymutatd = = 9241 >




Analizis

Taylor-sorok, Laurent-sorok
Tartalom | Targymutatd

= = 1242 >

A jobb oldali elsé integrdlban a 'y korvonal w pontjdra nyilvan |z — zp| < |w — 2o,

azaz j;zz(; ’ < 1. Ezt felhasznélva:

1 1 ! 1
w—2z (w—2)—(2—2) w—z 1 ;:zz%_
1 zZ—Z Z—2z 2 Z— 2 3
= <1+ °+( 0) +( 0) +...>=
w — 2o w — 2o w — 2o w — 2o
1 z— 20 (z — 20)? (z — 20)3

w—z (w—2)* (w—20)° (w—2)*! i
A jobb oldali mésodik integrdlban a I'y korvonal w pontjéra nyilvan |w — 2| <
|z — 20|, azaz ‘“’*ZO < 1. Ezt felhasznalva:

zZ—2z0
I 1 -1 1
w—2z (w—2)—(2—2) 22—z 17715:;00_
1 w — 2 w— 20\ w— 2\
=- <1+ °+( 0) +( °> +...>:
Z— 20 Z— 20 zZ— 20 zZ— 20
B 1 w— 2o (w—20)2  (w—2)3

-2 (z—20)%2 (2—20)° (z — 29)*

Az igy nyert sorokat beirva a jobb oldali integralokba, és tagonként integrédlva
(nem bizonyitjuk ennek jogossagat):

1 f(w) z— 2 f(w) (2 — 20)? f(w)
1) = 27i jgl w — 2Zp dw+ 2m'0 fiﬂl (w — 29)? dwt '0 7?“1 ( ot

2mi w — 20)3
+(zfzo)71 ( (2 —29)72
—_— w) dw + ———— fw)(w — zp) dw+
27'(-2 T, 27Tl Ty
_\-3
+% fw)(w — 20)* dw + ...

ry
Az §llitds innen mar kovetkezik.

Ha f a I'g kor belsejében is analitikus (zp-ban is), akkor a negativ indexti

egylitthatok a Cauchy-integraltétel miatt mind 0-val egyenl§, és igy a
Laurent-sor a Taylor-sorral egyezik.
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10.19. Példa: Legyen f(z) := m Fejtsiik f-et Laurent-sorba az zy := i
hely korl!

Megoldds. Nyilvan

1 1 1
T& =5 Gy T o 9@

g-t az i pont koriil Taylor-sorba fejtjiik. Nyilvan

2! 3! 4! 5!
/ I " - " - _ (4) —
9'(2) R (2) T (2) R (2) PR
ahonnan
7\ — 1 (s 2‘ "=\ 3' M 4' (4) N 5'
9(1)——27> g(l)_ﬁv g (Z)—27, g (Z)__ﬁv g 56
Ezért g-nek i kortili Taylor-sora:
12 3 3 5 .
9(z) = 52 + E(Z —i)+ ?(z —i)? - 2?Z.(Z —i)3 2—6(z —i)t

ahonnan f-nek i koriili Laurent-sor mar adédik:

1 oy 2 3 4
A R TS B TR

Figyeljiik meg, hogy a Laurent-sor csak két negativ indexi tagot tartalmaz.

(s —i)— %(z i)t

10.5. A reziduumtétel

A Cauchy-tétel (10.1. Tétel) szerint egyszeresen Osszefligg6 tartomanyon
analitikus fliggvény zart gorbe menti integralja mindig 0 (amennyiben
a gorbe a széban forgé tartomanyban fekszik). Ebben a szakaszban ezt
az eredményt altalanositjuk nem mindentitt analitikus, azaz szingularita-
sokkal bir¢ fiiggvényekre. Csak azzal az esettel foglalkozunk, amikor a
szinguldris pontok izoldltak, azaz minden szinguldris pontnak van olyan
alkalmas kornyezete, melyen beliil ez az egyetlen szingularitds. Ilyen
szingularitdsoknak hdrom osztdlyat szokds megkiilonboztetni:
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Izoldlt szingularitdsok fajtdi:
Az f fliggvény egy zg izolalt szingularis pontjat

o megsziintethet$ szingularitdsnak nevezziik, ha f(zo) értelmezésének al-
kalmas megvaltoztatasdval f zo-ban is analitikus lesz, azaz a zp koriili
Laurent-sorban az 9sszes negativ indexi egyiitthato 0;

o k-adrendii pélusnak nevezziik (k € N), ha a 2o kortili Laurent-sor a_j
egylitthat6ja nem zérus, de az osszes a_,, egyiitthat6 zérus, han > k
(n € N);

o lényeges szingularitdsnak nevezziik, ha a zp kortili Laurent-sorban vég-
telen sok negativ indexi egyiitthat6 kiilonbozik 0-tol.

Reziduum:

Egy f fliggvény valamely 2o pont koriili Laurent-sordban a (z — 2z9)~*
tag egytitthatdjat (azaz az a—; szdmot) az f fiigguény zo-beli reziduumdnak
nevezzik. Jele: Res(f,z).

A 10.4. Tétel értelmében tehat:

1
Res(f,z9) = — w) dw,
(F20) = 5 . F(w
azaz az f fliggvénynek a I'g koron vett integralja a zo-beli reziduum 27i-
szerese. A kovetkez6 tétel ezt dltalanositja véges sok izolélt szingularitas
esetére:

10.5. Tétel: (reziduumtétel). Legyen f analitikus fliggvény egy D C
C tartomanyon, kivéve esetleg a z1,22,...,2 izoldlt szinguldris pontokat.
Legyen I olyan zart gorbe, mely teljes egészében D-ben halad, és belseje
tartalmazza f szingularitdsait. Akkor:

$ fw)dw =

N

= 2mi (Res(f,z1) + Res(f,2z2) + ... + Res(f,zn)) = 2mi Z Res(f,zx).
k=1

Bizonyitds vdzlat. Vegytik koril a szingularis pontokat kis I';,I's,...,.I'y korokkel,
akkor (alkalmas gorbeivekkel felvagva az igy nyert tobbszorosen ¢sszefligg6d
tartomanyt):
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\ O
\ T @
\Q %

10.6. abra. Vidzlat a reziduumtétel bizonyitdsdhoz

N
j{ fwydw=3" ¢ flw)da

ahol alkalmaztuk a 10.1. Kévekezményt. A jobb oldali dsszegben mindegyik integ-
rédl a megfeleld reziduum 2wi-szerese, ahonnan:

N
j{ f(w) dw = QﬂiZRes(f,zk).
r k=1

A reziduumtétel jelentdsége ott van, hogy segitségével alkalmasint igen
bonyolult gorbe menti integralokat lehet kiszamitani egyszerti médon. Elég
csak a szingularitdsokhoz tartozé reziduumokat meghatarozni. Ez pedig
sokszor egyszerti technikdk alkalmazédsaval megtehetd. Elvben nem okoz
pl. gondot a reziduum meghatérozasa, ha a fiiggvény g( ZEZO) alakd, ahol g
a 0 koril Taylor sorba fejthetd.

10.20. Példa: Legyen f(z) := e*?. Hatdrozzuk meg f-nek a O-ban vett
reziduumat.

Megoldds. Az exponencidlis sorbdl f 0 kortili Laurent-sora azonnal adédik:

e 12 122 12

=l+=S+=S+ =S+,

¢ Uz 2127313

innen a reziduum az 1 tag egyiitthat6ja, azaz 2.
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Analitikus fiiggvények hanyadosdnak zp-beli reziduuma egyszert deri-
valassal szdmithato, ha a nevezének zj legfeljebb egyszeres gyoke:

10.10. Allitas: . Ha g, h analitikus fiiggvények a z pont egy kornyezetében,
és g(z0) # 0, akkor Res (%,zo> = 0. Ha g-nek 2y egyszeres gyoke (azaz
g(z0) =0, de ¢'(z0) # 0), akkor pedig

Res (320} = hlz0)

Bizonyitds. Ha g(z¢) # 0, akkor h/g analitikus a z, hely egy kornyezetében, igy
reziduuma automatikusan 0 (a Laurent-sorban minden negativ indexti egytitthato
zérus, és a Laurent-sor Taylor-sorral egyezik). Ha pedig z, egyszeres gyoke
g-nek, akkor g el6all g(z) = (z — z9)u(z) alakban, ahol u analitikus a zp hely egy
kornyezetében. Ezért az F(z) := (2 — 2¢) - 28 el6irassal értelmezett fliggvénynek

zp-ban megsziintethetd szingularitdsa van: zp-on kiviil F(z) = 28 fgy F 2

koriil Taylor-sorba fejthet6:

F(Z) =ap+ G1(Z - Zo) + az(z — 20)2 + ...

A h/g fuggvény Laurent-sora innen

h

Mz) - % . ay + ag(z — 20) + az(z — 20)* + ...,

g(z) z—2
azaz a zp-beli reziduuma épp az ap (= ZEZ;) szdm. Ezt pedig kénnyfi kiszdmitani,
mert

ap = lim F(z) = lim Mz) _ hiz)
0= 22— 20 o z—20 9(2)—g(z0) o g/(zo) ’
Z—Z0

10.21. Példa: A komplex kotangens fiiggvénynek a kn (k € Z) szdmok
mind szingularis helyei (éspedig egyszeres polusai). Mindegyik szingularis
helyhez tartoz6 reziduum 1-gyel egyenld.

Valoban, f(z) := ctg z = S22, és a nevezdnek a k1 szdmok egyszeres zérushelyei.

sinz”/

Az el6z6 4llitas szerint pedig

cos z cos km
|z:k7r = =

Res(f,km) = cos kT

(sinz)’
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A reziduumtétel egy érdekes és gyakran el6fordul6 alkalmazasi teriilete
bizonyos valds improprius integrdlok kiszamitasa, melyet a hagyomanyos
integralszamitasi eszkozokkel nem vagy csak nehézkesen lehetne végrehaj-
tani. A médszer alapotletét a kovetkez6kben szemléltetjiik.

Legyen f olyan komplex valtozés fiiggvény, mely a fels6 félsikon véges
sok szinguldris pont (z1,22,...,2n) kivételével analitikus.

Iz

10.7. &bra. Valds improprius integrdlok kiszdmitdsa a reziduumtétellel

Akkor a reziduumtétel miatt minden, elég nagy R esetén

R N
nguFR f(z)dz = /_R f(z)dx + /FR f(z)dz = 2mi Z Res(f,zx)-

k=1

Ha R — +o0 mellett a ' félkoriven vett integrdl zérushoz tart, akkor az
[+ f(x) da improprius integrdl konvergens, és:

+o0 N
/ f(x)de =2mi Z Res(f,zk).

o k=1

Kérdés, milyen feltételek biztositjak, hogy az [ f(2)dz integral zé-
rushoz tartson R — +oo mellett. Ehhez kdnnyen lathatéan elegendd, ha
|f(2)| elég gyorsan zérushoz tart |z| — 400 mellett. Pontosabban, igaz a
kovetkez6 4llitas.

10.11. Allitas: . Ha a I'y, félkor mentén |f| < ﬁi% valamely a > 0 pozitiv
szdm és egy R-t6l fliggetlen C' konstans mellett, akkor [ f(z)dz — 0
(R — +o00 mellett), azaz ekkor

+oo a
/ f(x)dz = 271 S Res(f,z).

k=1
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Bizonyitds. Ekkor ui.

C Cr

C
| FRf(Z)dZ|§7'|FR|:W' = R

Rl—i—a
ha R — +oo.

A most vazolt médszer természetesen csak akkor kecsegtet sikerrel,
ha a kiinduldsi improprius integrél integrandusét ki tudjuk terjeszteni
legalabb a komplex félsik felso felére tigy, hogy a kiterjesztett fliggvénynek
legfeljebb csak véges sok izoldlt szingularitdsa van a fels¢ félsikon, ezeket
kivéve analitikus ugyanitt.

A moédszert néhany példan keresztiil szemléltetjiik.

+o00 1 p 0
/—oo 1—|—x2 v
1

Megoldds. Legyen f(z) := 175, akkor f-nek a fels6 félsikon egyetlen szinguléris
pontja van, éspedig az ¢ szdm. A reziduum e pontban:

10.22. Példa:

Res LI 1 | L
1+22") T (22 = = 2

A T, félkoér mentén
1 2

< < —=
~R?-1" R¥
igy a félkoriven vett integral 0-hoz tart, ha R — +oc0. Innen pedig

T _1 d 2miRes ! ) 211 !
—F adr = (3 —_— | =27 — =TT,
o 1422 i 1+ 22 2

E példaban az integral komplex fiiggvénytani eszkdzok nélkiil is kiszamithato:

1
1+ 22

+oo 1
/OO W dx = [arctg l‘]tz = Tr.

Figyeljiik meg azonban, hogy az els6 megolddshoz sem a primitiv fiiggvény, sem
az arkusz tangens fiiggvény hatarértékének ismerete nem sziikséges.
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10.23. Példa: Ha a @ polinomnak nincs valds gyoke, és legaldbb 2-vel
magasabb fokd, mint a P polinom, akkor

~+o00 P(l‘)
—x Q(z)

N P
dx = 27t Z Res(—,zk),
P

ahol z1,22,...,zy jeloli a @ polinom gyokeit.

Bizonyitds. Ekkor ui. az integrandus legaldbb 1/R? sebességgel tart a 0-hoz, ha
R — +o0. Pontosabban, ha a szdmldlé pontosan m-edfokd, a nevezé pedig
legaldbb (m + 2)-edfok, akkor alkalmas C' > 0 mellett minden elég nagy R esetén
a I'p félkoriv mentén:
‘ P(z)
Q(2)

Az 4llitas ezek utan az el6z6 10.11. Allitas egyenes kovetkezménye.

R™  C
=C o=

10.24. Példa:
+o00 1 ; )
L. areme=

Megoldds. Legyen f(z) := r72zyz =, akkor f-nek a felsd félsikon egyetlen szingu-
laris pontja van, éspedig az i szdm. Az i koriili Laurent-sort a 10.19. Példaboél mar
ismerjiik:
2 3 4 5
. N—2 N—1 . N2
f)=—=(z—-1) +—i(z—z) +? - 2T@,(zfz) - %(z—z) + .
Innen az i-beli vett reziduum: Res(f,i) = 5;. A I'y félkdrén pedig érvényes az
alabbi becslés: A
1

RE_1)2 BRI

1
(14 22)2

Igy a 'y fels6 félkoron vett integral 0-hoz tart, ha R — 400 (10.11. Allitas), és

=1

+o0
1 _ . -
/_Oo mdm = 2miRes(f,i) = 2mi - it
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10.6. Feladatok

1. Szamitsuk ki a

7{ |z|% dz
r

vonalintegralt, ahol I' jeloli a 0 1, 1 + ¢, 7 pontok &ltal meghatarozott
egységnégyzetet (pozitiv kortiljarasi irdny szerint).

/22 dz
I

vonalintegrélt, ahol I az y = 22 + 1 egyenlet(i gorbe (0,1) és (1,2) pontjai
kozotti iv. Majd szamitsuk ki ugyanezt a vonalintegrdlt, ahol most
D=T,UTy,ésT) = [i,1+i], To = [1+i,1 + 2i].

2. Szamitsuk ki a

3. Igazoljuk, hogy minden z € C esetén sinz = sinz.

4. Fejtsiik Laurent-sorba az

1

1(z) = (z—1)(z—3)

formulaval meghatarozott fliggvényt a z = 3 hely kortil.

eZ
d
?{12—3 i

vonalintegralt, ahol I" a |z| = 4 egyenlet(i korvonal (pozitiv kortiljarasi
irdnyban).

5. Szamitsuk ki a

6. Hatdrozzuk meg az aldbbi improprius integrdl értékét (ha az
konvergens egyaltalan):
+oo 1 d
/—oo x4 +1 -
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Megolddsok

1. A vonalat négy részre bontjuk:

j[|z[2dz:/ |2|* dz + |22 dz + \z|2dz+/ |2|* dz,
r [0,1] [1,1+] [144,1] [i,0]

)

és az egyes szakaszokon vett integrdlokat kiilon szamitjuk. A legegysze-
ribb paraméterez6 fliiggvények: w(t) =t, w(t) =1+ it, w(t) =1+1i—t,
w(t) =i — it (mind a négy esetben ¢ € [0,1]), innen

1 1
/ |z|2dz:/ t2dt = =,
[0,1] 0 3

1 4
/ szdz:/ (1+t%) -idt = —i,
[1,1+4] 0 3

/ \z|2dz:/1((1—t)2—|—1)~(—1)dt: 2
[1+i,i] 0 3’

1
/A ]|z|2dz:/0 (1—t)2-(—i)dt:—%z’,

[2,0

a teljes vonalintegral ezért:

% |22 dz = —1 +1.
r

Az integrandus nem analitikus fliggvény, és a zart gorbe mentén vett
integral 0-t6l kiilonbozik.

2. A gorbe legegyszer(ibb paraméterezése: w(t) = t + i(t* + 1)
(t € [0,1]), innen w'(t) = 1 4 2it, és

/Fz?dz:/o (t—l—z(t2+1)) (1 + 2it) dt =

- /01 (t2 122+ 1) — (B + 1)2) (1 + 2it) dt =
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A masik, két egyenesszakaszbol 4116 Osszetett gorbe kezd6- és végpontja
ugyancsak i és 1 + 2i, igy az ennek mentén vett vonalintegral valtozatlan
marad. Ezt most ki is szamitjuk:

! 2
/ z2dz:/(t+i)2dt:—f—i—z‘,
Ty 0 3

1 4
/ 22dz:/(1+i+z’t)2z'dt:—3—fi,
1) 0 3

igy e kett6 0sszege:

2 4 11 1
2 2 . . .
d dz=—-+4+i—-3—zi=———=i.
/Flz z + ng z 3—}—1 3@ 3 32
3. Minden z € C-re:
23 2 2T B B 7
sinz =z §+§ ﬁ+. =z 3 afﬁJr =smz
4. Jelolje g(z) = Zil. Akkor ¢ analitikus a z = 3 hely egy kor-
nyezetében, ezért itt Taylor-sorba fejthets. Mivel ¢'(z) = —ﬁ,
9"(z) = Py 9" (2) = = oy ezértg(3) = §,9/(3) = — 5, 9"(3) = 3,
g"(3) = —:23—31,... és g-nek a 3 koriili Taylor-sora:
11 2l , 3 5
g(z)zi—?(z—?))—i-?(z—ii) —?(2—3) + ..,
ahonnan f-nek a 3 kortili Laurent-sora mar adédik:
11 12 3! )
f(z)—i-z_3 —27+¥(z—3)—?(z—3) + ...
5. Az integrandusnak egyetlen szinguldris helye: z = 3 és ez ben-

ne van a |z| = 4 korvonal belsejében. A reziduum:
eZ
R 3) =3,
es <z —3 ) e
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innen a vonalintegral:

eZ
}{ dz = 2mie>.
rz—3

6. A 10.23. Példa technikdja alkalmazhat6é. Az improprius integral
értéke az integrandus fels6 félsikon levé szinguldris pontjaihoz tartozo

reziduumok Osszegének 2mi-szerese. A fels6 félsikon levd szingularis

helyek: z; = @(1 +1) és 20 = YZ(—1+1). A hozzajuk tartozé reziduumok:

Res( 1+ )= 1 — Y2,
es(z4+1’zl) 222 1+

Innen
+oo ] V2 1 1
de = 2mi - ~= . —
/_oo A1 T ((1+i)3+(—1+i)3>
V2 (F14i)P 4+ (1 +9)3 V2
=i 3 =Ty
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